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本书自 1979 年出版发行以来，历经30多个舂秋,一直畅销不衰，深得 
读者厚爱。在郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修订和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简活的解法和证明，力求本书一直保持 
其先进性、完整性和准确性，以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞誉其为学习数学分析“不可替代”之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持, 
仍由我负责全书第四版的修 U 、 增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国厂大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的 工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不同，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。翼图后发 
读者怎样分析该题，怎样下手 求解； 后发读者怎样总结解题的 规律; B 发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路; 帮 
助读者逐步解决学习中的困难,为他们在学习过程中提供一个良师益友。 
这是本次修订的主要工作。 

第二，根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色,使其表 
述更加准确，更加简洁凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达； 并对 
全书使用的外国人名，按照现在的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标准。 

第五，对全书的版面和幵本重新逬行了调整，使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷 t ： D 期望使用本书的读者，懂得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功，“只看不练假把式”，数学的学习是茌个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的槪念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 




第四版前言 


对数学分析课程的学习 起到一 个抛砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查抄解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中找出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处,逬而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能刀和创造才能，任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初衷的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新蓉等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质屋倾注了不少心血，在此我们一并表示感谢。同时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同仁对本书的支持。虽然历经30余年的反复修 U , 面对如此庞大 
的图书，限于本人水平，书中难免有错误和不当之处,敬请各位专家、同仁 
和广大读者批评指正，不胜感激，并在新版中改正。 


费定晖 

2012年5月于南 Q 华东交通大学 



出版说明。 


吉米多维奇 ( B . n . AEMMJIOBM 4) 著《数学分析习题集》 一 书的中 
译本，自50年代初在我国翻译出版以釆，引起了全国各大专院校广大师 
生的巨大反响。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
题,作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 

该书四千多道习题，数量多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分,定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国广大读者，特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，茌为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者,将全书4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书可以作为高等院校的教学 
参考用书，同时也可作为广大读者在自学微积分过程中的参考用书。 

灯所周知，原习题集，题多难度大，貝中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又可以有效地提高我们的运 
算能力，特别是有些难题还可以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们殷 CD 期望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钻研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答并非一定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免 ，一 经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题进行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数量的难度大的题，都是 
郭大钧、邵品琮亲自作的解答。 

参加本册审校工作的还有 刘一鸣 同志。 

参加编演工作的还有黄舂朝同志。 

本书在编审过程中，还得到山东大学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和向志们的大力支持，特在此一并致谢。 


1979年于济南 
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第二章 


元函数微分学 


§1. 显函数的导数 

r 导数的定义若 j •及 ^ sx + at 为自变童的值，則差 

/( x +^ x ) —/( j ) 

称为函数: y =/(: r > 在闭区间的增量.表达式 

y — f f ( x ) — \ im ^ 

Ar - Q^X 

若有意义，则称为导数，而函数 /( x ) 本身在此情形下称为可《 A 數. 

导数 /'( d 在几何上是函败 ： y =/ U ) 的图像在 x 点切线的斜率 [ ta na = /'0：)] (图 2. 1). 
2°求导数的基本法則若 c 为常败且函数 u = u ( x ) . v =* v ( x ) t TV = U /( x ) 

都冇导数，则 

(1) 〆 = ()* (2) CcuY^cut 

<3> (“ + v — uO ’ = “ / + x /— u /| (4) ( uv ) ， = uv -\- vu ； 

(5) ( V ) =fL t y “ <6) ( tt ') / - nu - , u / (” 为常数 >, 

(?) 若函数>=/<“>及 幻都 有导数•則 
3° 基 本公式若 z 为自变 《•, 則 


( 1 ) 





v 


\i 


R 


XI 


XID 


XV 


(■rY = nxf(n 为常数） 
(COSX)’= 一 silLXl 


( arccosj )'— — 




( arccotr )’= 一 


l+^ f 

( log -« r >' = ^^ ( fl >0 且 fl ^ l ) i ( hir ) 

( chj )’ = shj ; 

( cothj ) ，= — 


JS 


VI 


VI 


X 


XI 


( sinx ) / = cos ^» 
( tarur >’ = 


(arcsinx) /s = 




( arctaar ) / = 


1+ x 2 * 

(, a g Y = a r \na ( a >0)» ( e x )'-= e , 
( sKr )' = chj » 

• (thx) / 


cWx 


sh 2 J - 

4° 单侧导数表达式 

lim / ： ( ■ 工 + 芍 ) ~V ⑺ 

Ar ^-0 AX 

分别称为函数 /(« r ) 在 x 点的左导 教和右 导数. 


(• r )— lim 


/(: r + Ar ) — /( j > 
Ar 


在本章 基本公式及习題解答的叙述过程中，一些明显的定义域要求•例如•本节公式 v 中要求 x ^ u ( k 为 整数 〉 .Vi 
中要求 | x | <1 等等. 以及例如尔后§ 5中相应的限制，一般地就不再一一声明 • 


《题解》作者注 





导数 /'(•/•) 存在的充分必要条件是 

/ - ( j)=/l ( x ). 

5 e 无 穷导数 若函数 /( x ) 在点 ^ 连续，且 

Ar.O 

则称函数 /(/ 在点 j •有无穷导教.在此种情形下，函数7 = /(^〉的图像在 j ■点的切线与 Ox 轴垂直. 
【821】 若 z 由丨变到1000•求自变 S : r 的增 MAr 和函数 ：y = lg * r 的相应增 M 
解 1000- 1 = 999; IglOOO-Igl = 3. 

【 8 22】 若 x 由 0.01 变到 0.001, 求自变 M I 的增董 △: r 和函数）=士的相应增狄仏. 

解 Ar = 0. 001—0. 01 = —0.009; (0.00\) 2 " (017 = " 0000 * 

W23】 设：⑴ y^ax-i-b ； (2) y = a x 2 +bx+c l (3) : y 若变鏺 *r 的增 瘡为& ，求增埴 

解（1> 々=[(“了 + “^1*) + 6] —[< ix +6] = “ Ar ; 

(2> Ay = 0 (* r 十 ^ r ) 2 + 6 (_ r +^ r ) 十^]-|>乂+ 62 *+:] = (2打+^11 + ^1(&) 2 : 

<3) ^ y = a s ^ - a / = a * Ca ^ - 1). 

【824】 证明 ：（1) ^[/( x )+^( j )] = ^/( x )4-^( j)i 
⑵ ^[/( j )^( j -)] = g ( x - fzUM /( x ) 十/ XiM 尺 (：)• 

提示由增量 的定义，命 趕即 获证 . 

证⑴ △[/(• r ) + g ( x )]*=[/(:+ Ar >+《( < r + Ar )] — [/( I )十 g ( j )] 

= [/( x +^)-/( x )] + r ^ Cx + Ar )-^( J )] = ^/ Cx )+^( x ), 

于是， d [/( Jr ) 十尺 

(2) ^[/( x )^( j )]«[/( J - f -^)^( x +^ x )]-[/( x )^( j )] 

^ 一/ '( i >]«( J + Ar 〉+ U ( < r + Ar )-《（ > r )]/( > r ) 

= ^/( x ) Af ( j -+^ x ) +^ at ( j -)/( x ). 

于足， △[/(•!■> 尺 (■ r )] = Af ( > r + ArM /( > r 〉+ /( x )^( x ). 

同样•我们还可将 （2) 的结果写成 ^[/( x )^( a -)] = /( x +^ j ) zig ( x )- f - g ( j )^/( x ). 

【825】 过曲线上的二点 / U 2,4) 和 A '(2+ zlr .4+^0 引割线/\，，求此割线的斜率 ，设： 
( l ) Ar « l ; (2) = 1, (3) ^j = 0.01； (4) Ar 为任意 小贵. 

在该曲线 上 A 点的切线的斜率等于什么？ 

解割线 W 的斜率、 匕、 4 +&, 

(1) ^=5, (2) ^.=4. 1, (3) “，= 4.01: ⑷ “ =4+ Ar . 

于是，在 A 点的切线斜率为 

k A = Hm k M — lim (4+^ x ) = 4. 

A Ar —0 

【826】利用函数 _ y = /把 Or 轴上的线段1^<1+/,映射到 Oy 轴上. 求其平均伸长系数 .设： 
( l)/i = 0.1: (2) h ^ O . Ol ； (3 )A = 0.00】， 

计筲此系数的值.当 i = l 时伸 K 的系数 等丁什么？ 

解平均伸长系数 i = ii±/^lil = 3 + 3/ l + v ， 

(1) / = 3 + 3(0. 1)+(0. 1) 2 =3. 31; 

(2) 卜3 + 3(0.01)十（0.01) 2 =3. 0301 ； 

( 3 ) / = 3 + 3 ( 0. 001 ) + (0. 001 ) 2 - 3 . 003001 . 

于是 =limZ = 3. 

1 jrsl A-0 


2 



【827】动点沿 ( Tr 轴运动的规律由下式给出 

•r= 10/+5 , 2 ， 

式中/以 S (秒）计的时间， X 为以 m (米〉 计的距离.求在20</<20+^时间内运动的平均速度 .设: 

(l)d/=l; (2)^=0. 1 ； (3M/ = 0.01 f 

计算此速度的值.当/ = 20时运动的速度等于什么？ 

解平均速度 

V=M[10(20+ 以 ）+ 5(20+ 以 ） 2 ] — [10X20+5X20 2 ]}+A = 210+5A (m/s>, 

(1) ^ = 210 + 5X1=215 (m/s )； 

(2) v=2\0.S (m/s) I 

(3) [~21(h05 (m/s). 

于是 ， = lim(210 + 5^r) = 210 (m/s). 

I 厶 . 0 

【828】根据导数的定义，直接求 卩 列函数的 导数： 


(l)i 2 


(2)x a 


(6)tarLT» (7)cotXi 

解 ⑴ v = xS 


(3>+, 

(8)arc5ino：i 


(4)V7, 

(9)arccosj 


(5)-^1 

(JO)arctaar, 


护 1£± ^ £1 一 


于是，: /= limj ^= lim (2 j +^ x ) = 2 x . 

(2) 3»= x 3 , 

Ay _ (1+ Ar ) 1 —？ 
Ax 

于是，: y '= 丄 irji 。 贫 = 上七[ 3? + 4-(^ j )*] = 3 j 2 . 


3 x 2 +3 x ^ x +(^ x ) 2 


(3) y 


全 y — j+Ar x 


Ar 


Ajc 


x(^x f x) 


于是， sjy ]— 釦 


<4) y=yfx. 


Ay 二 VT _ 1 _ 




(5> v=v(r t 


Ay 一 Vx ^ Aj : ~ Vx _ _1_ 

& Ar) 2 + v^xCj+^x) "+ 


于是， 3^= lim ^= lim ' —— —— -J - - — ! — 

卜* At 卜。 VU+^y + i / xU - h ^ x ) + yp - 3 

(6) ,y= tarurt 

tanx+tarvAx 
rtanAr 


t 


- tan( j+zax) — tanx_ 1 —tarurtanAr —tanAr(l+tan z «r) 




_ tan^xsec 4 




Ar(I 一 taartan^x) A^(l — taartaM j)• 



u 


Q "l+i(r+Ar) 
Ax ~ 
l + -r(x+^x) 


















【831】设 /'( l ). 

提示从导数定义出发，易得 / '(Dsl + f . 

解解法1:若用复合函数求导法，可得 

/ ’ < j = 1 + arcsin 


+ 1 


2( jr + l>/T 


于是， /'(1)= 】十 arcsin ^ = 1 ^ 

解法2:若按定义作.注意到当: r = l 时， 


|^ = l+arcsin 


/ l+Ar 

, n V 2 T ^- 


即得 


'⑴ = ])士 ( 1 + arcsin VSS ) = 1 + 


【832】设函数 /( i ) 在《点可微，求 


解设 Ar = i — «，则当时， △：!：—0. 于是，得 

f{x) — f{a) ,. ,(<! 十 △■!：) 一 /(a) 

Ajc 


\a). 


\\m^ f =lh 

x—• X _ a Ar—« 

【833】 IE 明： 若函数 /( z ) 可傲及 n 为正整数•则 

jijnn [/( x +- i -)-/( x )] = / / ( x ). (1) 

反之，若对于函数 /(•!：) 有极限（1>存在，则可否断定此函败有导数？研究狄利克茁函数的例子（参阅第 
_章734 JB ). 

提示由导数定义易证 （1) 式成立.然其逆不成立，可研究734超所示的狄利先當函數;^工〉： 

为有攻数， 

为无攻教. 


^ (X)= fo ： x 


证 


把” [/(:++) -/( I ) ] ' t[’( T ') ’(:)]=/’(:)• 


反之，躭不一定对了.例如，对于狄利克雷函数 

^ lo ： 


为有理数， 
为无理数 


在任一有理点是不连续的，当然其导数也不存在•但由于 X + 1 仍为有理数，故当 o ： 为有理数时 


“O -: t ⑺-卜 1 

从而•极限 ( l ) jij ^«[ x (* r + 士） 一 z ( JT )」=0 存在. 


0 , 


利用导数表，求下列函数的 导数： 

【834】 jy = 24- x — X 2 . 

问 y ( o >; y(y )* yn >； /(— io ) 等于什么？ 

解由于: /(Dsl — 2; r , 故得 

yco>=i ； y(j)=o; y(i)=-i; y(-io>= 2 i. 






x )(2- x 2 




























【 882】： y = # 


a sin 6 j — bco^bx 

vV +6 2 


解 y 


▲ 

vV +6 z 


Ja 1 +6 2 i 


【 883 】： y=e / +〆 


解 y = e^[l + /( l+〆 >]. 

【 884 】 y =( fY(±) a (fy (a>0.b>0). 

提示两边取对数后，同时对 * r 求导教. 

解两边取对数，得 


两边 M 时对^求导数，得 


ln^ = ^ln f + a(lnA 一 Irur) +^(lru—lrw). 


Z = ln A_A + A . 

y b x x 


于是 •众 ♦皆 ^> o >. 

【 885 】 +〆 +“’ <a>0). 

解 y = a ^ x ^ 1 + OJ 41 * 1 Ina + a ^ • In 2 a . 

【886】 y ^ lg ^ x 2 . 

解 y =3\ g 2 x 2 • p -2 jlgc=~lge - lg * x * ( j ^ O ). 

或按尸 （ Ige . lru - 2 ) 3 =8 lg J e - ln J | j ■丨求导数，有 y = 24 lg 3 e - (士 In * 丨！| )•> U ^ O ) 

O (Inlzl /= j^rj" • ■^1 = + , 以后不再说明 . 

【 887 】 3 /- ln [ ln ( lar )]. 

« ( " >e) - 
【888】 y = ln [ ln 2 ( ln 3 x )]. 


解 厂点叫工 A - -叫 3 ^ 4 




73 


V 3 


2^6 Vx73-^ 


VJ+W 3 工 2 


) = 3^2 (卜 l > VT ). 


【893】 


CO<k<\). 

卜走 1 -X 卜々 \- X ^k 


解 y ~( Yh + Th )- fii ( 
【894】 ： y = v / FFT - ln ( 1 + v / FFT ). 


4 k 


4 k 


1+x^ \-x4k I (1—f )(1 


)= 


UI<1) 


解 /= 


2^+1 2 v/x+l(l+v/^+1) 2(1+ v/x+1) 


(« r >- l ), 


【895】 > r = ln ( x+yP + 1). 


解 y = 




^ 1+ V ?^) = VZTT 


【896】 y = xln ( a :+ VTTT ^) — v / T + x r . 


解 y = ln(x + 


)+ 


71+J 2 yi^r 

利用 895 It 的结果•下同•不再说明 • 


sllKj ： 十 十 P ). 


【897】 y ^ x \ n 2 ( x ^ vTT ^) 一 2 vT +7 r In ( x + ^/ T : ^7 ^ ) + 2 J . 


解 y = In 2 ( j + y / l ^ j ： 2 ) + 



2 x 


yr + 


yrr 


In ( jr + v /1 + i z ) 


V \ + 


+ 2 


In 2 ( x + v /14- x 2 ). 


【898】广 





j 2 




18991 ^ ih ln f ^§ w >。〉. 

解 = ^bP (| x |< Vf ; 


9 0.7^ ___ 

【 _ 】 ^=£2L^yf3p- +31n 


1+ v / T ^? 


解 y 


-4 P (2 + 3^) 


x 8 


/卜7 - 


: r (2 十 3 jt 2 ) 


1 V \- x z l +^/ T ^ 




8 


x 5 V \- x z 


(0<| x |< l ). 


【901] y=lntan f . 


越号右上角带“ + ”号表示题解答案与原习超集中译本所附答案不一致，以后不再说明•中译本基本是按俄文第 
版翻 泽的. 俄文第二版中有一些错误已在俄文第三版中 改正. 
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▲为整 数〉. 



cos 沪) 


v 2 (t) 


其中抑 


VlZ-a 2 


- & 然 v *(： r ) 彡 0 .为保证: y 可导，首先必須有 tt U 〉>0, 故应有 v t ( x )^0 (从而 


( x >>0), 进而应有％(1)>0.于是, y 的存在域尺为满足不等式 


j v x (x)^ 0 f 

U(x)>0 


的一切 z 值，记成 /?= { x | x ; 1 ( x )#0, i ^(: r )>0} •則 

R = { j I cosj + cos ^>>0 且 * r 尹 （2 走 + l ) ic +9% * ★为整数 }• 

在此区域内，得 


,/_ 一 sin (: r — 你 ） | _ sinx _ — sirurcosyp + cosxsiny^ 

1 十 cos(j: — 科） cosjt 十 cos^> 1 + cosxcos^) + siarsin^) 


_ si 

cos:， 


— 户― 

1 + -|-cosj4- 


y/if — a 1 • 
― b —- su 


COSX + 


_ VV — a ' 
a + 6cosx f 
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其实此结果也包含了 fl = 0 时的情形. 


【907】 

解 y 

【908】 

解 y 

【909】+ 

解， 

【9101 

解 y 

[911] 

解 y : 

【9121. 

解， 

【913】 

解/ = 

【914】 

解/ = 

【915】 

解/ = 

1916] 


jy— — (ln 3 x + 3ln 2 j+61nx + 6). 


-- ^(ln J jr+3ln 2 x+6lru:+6) + 士 (-^ln 2 x+-^-lnx+-^-) = 


In 3 


( x >0). 


■_ In — 一 — - 

J 4a: 4，n x 16x 4 " 


+ ( " >0) 


y 


=4<i- ^1+^) 2 +3111(1+ 


y 


• 2(1- ^l+x 1 ) 


2x 


yur^y 


2 x 


2 x 


l +^ TTP " 3 ^(1+^) 2 l + v ^ m 7 


: y-ln [ 士 + ln ( 士 + ln + )]. 


+ ln (仁 + 


l+j+ 上 + ln 
x 


(• r >0). 


(1+ ： « ： |11+)[1 +虫 (士 +i n 士)] 

> =j[sin(lar) —cos(lnj)]. 

=[sin( lnx) — cos( lnx)]-fx [+cos( lnx) + -~sin(lnj) J = 2sin( Inx) 


(x>0). 


y= lntan — cosxlntanx. 


tan 


T 5ec2 Y # y+ ^rlnt a ru-ccsx — sec^= sinxlntan. 


T 


(0<0 ： -2* 冥 < 号 , * 为整败 ). 


y=arcsin 手 . 


V ,_ (f) 


一 • 

r 2 


v /4- x 2 


|x|<2), 


y = arccos 


l-x 

I . 


-( 穿 ) 


- x \ 2 ( V2 ) _ yrpf 


v 1 +2 x — x J 


x-l|<>/2). 


y = arctan — • 
a 


(钉 


lx 

-琴 

a a 


lax 


(a 关 0). 


y = —^ rzzo \ 


= 万 









其存在城仅为 

















925】 

926】 

解：/ 

927】 

解/ 

928】 

解/ 

929】 

解 y 

930】 

解 y 

931 J 

解：/ 

932】 

解：/ 

933】 

解/ 

934】 

解 y 

935】 


^=arctan 


1十 


(肖) 


(l-x)-Kl+x)_ 1 

(1-x) 2 1+x 2 




/ siar+cosj 、 
^ = arCCOl Vsinx-co«^ 


1 + 


( siar+cosj \ 
' sino: — cos:r / 


(cosjt— sinj)( sin j — cosj) — (cosx+ sinj) 2 ^ 

(sinx 一 cosj: 〉 2 


k 为整数）. 


y= 7^v arctan (vSl lan f ) ( a> ⑽. 


vV -6 2 


,I a — b 9 

1+ fl Ti tan 


la — b 


• T • secJ f = ^+6^- 


y =arcsin 


V 1 一 ( f ^) 


— 2x(14-x 2 ) — 2x( 1 —i:) 


=一磨 




y= 


-2x 


ix 


〜 2 〉 /T 7 ?" v/T^arcW (X:) 


UI < D . 


3 f—arciaar4- —arctan(x 3 ). 
1 . ? 1+x 4 


1+x 2 l+x $ 1+I‘- 
3 ^= ln(l + sin 2 x) — 2sinxarctan(sinx). 


Sin 2 COS : 


•sin2 了 


— 2cosj- • arctanCsirtr) 


3 ； =ln(arcc05^=). 



y= In • 

x ^ a + a 

b 

_ 1 

j , a 

X+d 

x*+6 2+ 6 



y-f 

vV-?+ 专 


一 — 

2X ^ IX 


加舍 • 

1 _ a 2 ^b 2 

/ t , x 2 \ <J+a)(6 2 +x 2 ) 

V + v) 


(j>1). 


(x>-a) 


r 2 —x 2 




arcsin — (a 〉 0). 

a 

x l , a 2 1 

2Va i -x z 2 • 

2x-l 


= Va 2 —jt 


, 1 -r —arctan • 

~^ +1 V 3 V 3 
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Cr 关一 1). 


>/2(x 2 -1)-2x 2 72 












【松】 

提示注意将所得结果化簡，得 


17 
























利用 972 题所示的方法，求下列函数的 导数: 



解设 w = arccosj ■ ，則 7 =“ 2 (ln*« — + ). 由于 


y. -2 U (ln 2 U —ln«++)+y —士 )=2“ln 〜 = 2arccos_r • In 2 (arccosx). 









提示令 u = e r . 

解设“ =e〜 2 , 则: y= 


八由 f 




( 


arcsinw + 


vl — 




arcsinu arcsin(e 




卜 V (1-u 2 )t (l- e - : 


|^ = 一 2 狀 〜 2 , 


r n f _ • t _ —2xe xl arcsinCe jZ ), 

于是•心 - ( 1 J- e ： 2 7 ) l — (# 0) . 


【 976 】 arccotC^ O. 

提示令 u = a s . 

解设 M =〆 ，則 3»= j-^2 arccotCw ' 1 ). 由于 

/ _(1 + « 2 )—2“ 2 -2m(1 + m 2 )-2m(1-m 2 ) 


(l+w 2 ) 2 


4warccot(ii 


(l + “ 2 〉: 


arccot(a 


arccot(w"" 1 > — 


1+u 2 


( l +“ 2 
u r = a J \ na ^ 


(l+a 2x ) : 


于是 • /=，’■“: = arccotCa'^) (a>0). 


【977】求函数的导数并作函数及 K 导数的图像 ，设： 

( l ) I j I I (2) y = j | x | I (3) y^Inlxl . 

x>0 f 
x<0. 

以下各超均可利用此蛄果，不再说明. 

( 2 ) 注意在分界点 ： r = 0 处，有 ： /| 0 。 = 0 ，从而有 / = 2 | 1 |. 


提示 （1) 


叫 


或记成 




(x^O). 


(3)，’ = 丄 (x^O). 


解 （1) 


叫 -:: 


t^0 9 

x<0, 

工 >0, 

x<0. 


cm 2.2) 


或写成 


/=-Ui 

X 


Cr 关 0). 在 a: = 0 时:/不 存在. （图 2. 3> 


«) 



图 2.2 图2. 3 
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( 图 2.4) 





m 2.4 


ffl 2.5 


* > 以 下各題•对于分界点的导教•不再单独 讨论. 
(3) y-lnkl , (图 2.6) 

y=jjj • '^' = '7 &爹 0> . (图 2.7) 



图 2. 6 图 2. 7 


【 978 】求下列函数的 导数： 

(1))= | <x—1 ) z (j+ 1) 3 (2)>— | sin 3 x | | (3)y —arccos (4)^—[x]sin z tux. 

提示 （1) 利用 977 越 （1) 的结果，有 y -( x - l )( j + l ) z (5 a ：- l ) sgn ( x + l ) ( | x | ^=1). (2) 仿 （]>• 
(3) 仿（1\(4> 对于 y =[>] 有:/= 0 ( x^ki 4 = 0,士 1, 士 2,…〉•利用此结果，可知咨 x 幸 k 时，有 

< [x]sin 2 jcx) / = w[x]sin2jrxt 

易证当时，上式也成立 • 


m d>y=C2(x- 1 > ( 工 + 1 ” 十 3(j - 1 以 :+ 1 ” ] 

= (x—l)(x+l) : (5x—l)sgn(x-f 1) ( I x I 9^1) * 

(2)y = l -j n 3 J l 3sin 2 j ： cosj=^sin2x | sinx | 々为整数 h 

stn j u 

( 〜 =[-_][-( 其 )] =7^T (UI>1)t 

(4) 对于 : y =[>] 有 y=0 々 = 0 ,士 1 ，士 2,… ），于是，当 U = 0, 士 1, 士 2,...> 时，有 

< [x]sin 2 Tex } 7 = 2xsinKXCOsira: • [ j] = x[x]sin2irx. 


容易直接验证当 x = k U = 0 , 士 1, 士 2, … 〉 时上式也成立 . 




求下列函数的导数并作出函数及其导数的图像: 


{ 1—«r, — oo<jr<l • 

(1 一 i )(2 — 1«2， （图 2.8) 

-(2- j )， 2< i < + oo . 

解题思路 注意必须求函数: y 在其分段（界） 点文 =1及 i =2 处的左、右导数，若左、右导数存在而且相 
等，則函数在该点可导，否則禹軚在该点不可导.从而确定该点是否在导數 y 的定义域内 • 

以下的980到983題中均需这样考虑问超，否則会产生 错误. 


( —1 f — 00 <Zx<i\ t 
解显然:/ 1< X <2. 

I 1 , 2 <x< + oo. 

当 时，右导数 /+ |,-,=<2_ r -3)|,-, = — 1, 左导数 /- U ，= - l . 

因此，点 i=i 的导数存在 • = — 1.同理，可得 V 1^ = 1. 于是 • 



一 ooOCl , 


(围 2.9) 




ffl 2.9 


注在下面的980到983趙中•求分段定义函數的导數时，在分段点，都要先求其左、右导數，为简便 
计，我们只写出结果，而省去了（在分段求左、右导数的过枉. 


【980】 


(j-a) , (x-6)*t 

0 , 


厶， 

在线段 0,6] 之外. 


解/ = 


2(x —a)(j —6)(2x —d —6) f 


- r 6 [ a ， 厶]， 


(图 2.10) 

cm 2.1 D 



【981】 


y = 


Xf 

ln( 1 +x) t 


t < 0 9 



(图 2. 12) 



x<0. 



(图 2.13) 


i y 
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解题思路 （ 1 ) 由 > = 工 得 lny=ln|j| +-|-in| 1 一 ar| - yln| l+:r| ，利用 977 题 （ 3 > 的结果 

即易获解 . 

(2 ) 注意 lny=21n| jr| -ln| l~x| +yln|3-x| -yin| 3+x| ，仿⑴可得 

d. 54 —36x—4 j 2 +2x 3 ( , n I T I -r^?> 

di lny= 3 j ( l - x )(9 -Py 


<3 ) 注意 lny= ^ Qj In I x —a t 1 • 仿 （ 1 ) 可得 


£ln 广 2 U 6 A ), 其中 A = { i | n (工 W . >0}. 


(4) 注意 1 卟 =^111(1+ x/TTI 7 *) ，利用 895 題的结果，即易 获解 . 


解（ 1 >由 得 

lrvy=ln| 1 1 -f yin | 1 一 j 丨 一 + ln| l+«r 丨 . 


h {ny = 


- x 2 


2(1 


<0<1 工 l<” 


<2) 由尸 &得 


ln.y=2ln | x | 一 In 丨 1 一 j|+-|-ln|3 一 j:| — ~ln | 3 十 j: | * 






1 1 — 2 54-36x-4j 2 -f2x 3 

^ 3(3-a:) 3(3+7) 3x(\-x)(9-^) 


|x| t^3) 


得 


(3 〉 由于 : XX (x — a > ••及 : y 在对败符号内•故应设 >0 •从而有 

•— I 卜1 

m m 

lny=ln JJ (x — a .) # » = 2 a , In I :一 a , | • 

4-1 l-I 

^lny= x — a 其中 A= {j: j 打 (ar — fl. V. > 0 } ， 


<4> 由 y=(i+ v/TT?> 得 


lny=nln(x4 - %/l +^ 2 


d , 

C ，ny： 


v l+x J 

【 985 】设 <pU)2!L 0<:r) 为 : r 的可微函数 • 求 f 列函数 y 的导败 : 


<p(r) 


( 1 ) y— V 99 (x) + 0 z (x) » ( 2 ) y=arctan » 

(3) y^y^U) 0(1) 关 0, ^(x)>0], (4) y=\g^^(x) [ f (x)>0, ^(^)>0]. 

提示 （ 3) 注意由：得 ln ： y=^ylrVrU), 两边同时对 j: 求导，即可获解 （ £> ： y=f ). 


(4> 由 y= 


ln ^ r ( x ) 
ln ^?( j :) # 


解 (l) y= ― iyu)+w(x)#o]. 

v / 9 J z ( j ) + ^ ? ( j *) 

/ov L / 1 t ^(j)0<j) —^(j:)^(j:) <p — ix)<p{x) ( ( wn v 

~ ^(x) - 一 /u)Tj-(x) ( ^ (X)?£0) - 

(3 ) 由 y=_ ； >^T 得 
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ln ^ = ^) ln ^ (J) 


y — 


( pCx ) 


y 


(p 1 ( j) 


于是， ln ^ x) |- 
(4) 由: y = lg ，( x >0( J ) 得 


/(x) 

\nMjr) / 0(-r) 

广 nfe , y = - 


ln^(x) 


< p ( x ) 

<p(x) 


ln^( j) 


/Cj) 


w\^) \nd)ix) 


ln 2 ^>( j) j) ln^p( j) j) ln 2 ^(x)* 

【 986 】求 / • 设： 

(1) y=fU z )i (2) y=/(sin*x)+/Ccos 2 x)i (3) y=fCe M ) •• ⑷ y=/{/[/(r>]} 
其中 /(«) 为可微函数 . 

解 （ 1) /: 之文 / 穴 /〉* 

(2) 2siruxosj / ’ （ sin 2 1 ) — 2sinxcosj/'(cos 2 — sin2x [/ '(sin ? j) 一 / ’ （ cos ? j)]i 

(3) y = e /( ^ [/ / (j)/(e^)+eV / <e , )]; 

⑷ y =/' ⑺ /'[/ ⑺] /'</[/ ⑺] >• 

【 987 】证明 〃 阶行列式微 分法： 


dr 


• 

/i 2 <-r> - 

擊 

• 


/.i(x) 

參 

参 

嫌 

/»(x) 

• 

• 

… fu(x) 

• 

• 

• 

• 

(-r) 

• 

# 

• 

• 

• 

# 

▼ 

• 

• 

•• /.(-r) 

• 

• 

M 

=s 
• ■1 


零 

• 

… 心"⑺ 

• 

U (-r) 

• 

/■〆 ：）•， 

• 

*• /-U) 


• 

• 

• 

/•I ⑺ 

• 

拳 

• 

/•2U) 

• 

• 

# 

…/_ (J> 


提示从行列式的定义出友或利用数学归纳法予以这明. 
证证法1: 从行 列式的定义出发予以证明. 

/ll(J 〉 /l2(T) … /u(x) 


dx 


<J) f.tU) 


fn\ <J) /i.2(x) 


/-(J) 


/-(X) 


=£ E (一 1) 〜〜几，⑺八 2 (* r )"./' (: r ) 


^ S ( - 1 )^»^ •>.>£[/,„ (x )/^ 2 (x).../^ (X)] 

，山…，轉 

=S S <-r)/ 2 , 2 (:>•••• £/u, (:)•"/'(:) 


- I ，、， z “”鞴 


= 2 


(x) 


£/.iU) …£/ 山〉 


fn\ (x) /^(j) 


/_Cr) 


*〉 其 t 表示排列 > i ) 2 …久的逆序數 • ^ 表示对1,2,… n 的所有排列 >,) 2 …人 

证法2:利用数学归纳法予以证明. ，2 

由于 


( 1 ) 


求和 • 
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… /u(x) 

* 

… /a(x) = 2 

… / m ( x ) 


=[基 /" (x )/ 22 <-r>—^/l2(x)/ 2 , (j：)] + [^/22( 


=s /,,(x) 


(x) 


I ,21 (X) fzz(x) I I 
故等式 （1) 对于 n = 2 时 成立. 

今假定等式 （1) 对于 n = k 时成立，即 


/n(x) 

£八,⑴ 


/山） 


/n (x) 




要证明等式 （1) 对于《 = ▲ + 】时也成立.亊实上，有 




/ li ( J ) … /“ T |( J ) 

• 參 

= : : 

去/*，"(工> … ^ fk ^ ik ^ iCjr ') 

fn (x) … /i^i(^)/ii^i(x) … /i“i( ： r) 

參 參暴 參 

• • • • 

參 • • • 

+ 2( - 1) 一 Ah ， (i)2 去 /•*(:>•" - £/.*.,(-D 

i - 1 • • ■ 1 

• • • • 

• • • • 

• 籲# • 

/"(:> … /, **, ( x ) 

• • 

• • 

= • • 

fu <j) … /i^i<j)/ii^i(-r> … /i^](x) 

: :: : 

• • • • 

+ (_ 】 ) 卜 … 八 … ⑺差 / “(:> … £/”-.(i> 去 /…. ⑺ … £/wCr> 

• • • • 

: :: : 

/•1(1> … /"- I 〈 I 〉八，，1(1〉 …/“+1(:> 

/ll(I) … /l^l(j) 

/..(j) … /,… （ i) : : 

= : + 4 ⑺… £广卜】⑴ 

石，""⑺… di A * M - ,(x) i : 

/•‘， i (J) … /h|*Tl (J) 

/"( J > … /"‘,（ J > 

• • 

• • 

• • 

*H i . 

= 2 石 /"( i ) … 石 / •… <文）， 

• • 

• 離 

• # 

A * n < x ) … /*4. M + ,( x ) 

故等式（1>对于 /i = 々+ l 时也成立. 

于是•由数学归纳法知•等式 （ U 对于一切正整数„均成立. 

x — 1 1 2 

【988】设 F ( x )= -3 T 3 ，求 ru ). 

一 1 -3 x +1 

提示利用987題的结果. 

解利用987题结果，有 

1 0 0 x-\ 1 2 x-1 1 2 

F ’( x )= - 3 j 3 + 0 1 0 + — 3 j 3 

— 2 —3 j +1 — 2 —3 j +1 0 0 1 

= ( x 2 + x +9)4-( x 2 -14-4)+-( x 2 - x +3) = 3( x 2 +5). 
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jr x z X 2 

【989】设 F ( i >= 1 3 j 2 ，求广（1). 

0 2 6x 

提示利用 987 題的 结果. 


1 lx 

Zx z x x 1 

x 3 x 

x 1 

j 3 

解 F ， ( J )= 1 2x 

3/ + 0 2 

6x + 1 

2x 

3x 2 =0+0 + 6(2^-^) = 60- 2 . 

0 2 

6x 0 2 

6j 0 

0 

6 


【990】已知函数的图像.近似地作出其导数的图像. 

解先由给定曲线 ： y = /( d 上一点 M , 作出曲线 / = /'( x ) 上的对应点为淸楚起见，作两个坐标 
系 Oiy 及 O ' xV , 取相同的单位， x 轴与，轴平行，: y 轴及:/轴平行且在一条直线上（如图 2.18). 

在 Qrjy 系内両出曲线7 = /( z )， 在曲线上任取一点 
M (_ r ,/(. r )>, 并作曲线在点 M 处的切线 MN . 过 CT : r '/ 系 
内的点 P ( — 1,0〉，作平行 MN 的直线 PQ •交:/轴于点 
Q . 于是， 

0 / Q=tana=/ / (x) , 

即线段是对应于在点 x 的导数/ 再过点 Q 引 
平行 * r 轴的 S 线，交过点（^,0> 且垂直亍 * r 轴的 IS 线于点 
M 7 , 则点吖就是曲线 y =-/' Cr ) 上对应于曲线>=/<^:〉 

上点 M 的点. 

由此，我们就可由已给曲线 ： y =/(: r ) 作出曲线/ = 

/'(• r ) •按上述方法，在曲线上取若干点： 

且在 o . ry 系（相当于 ovy 系•这是为了方便起见，分开 
两>内作出相 应点： 

JV^U./'Cr,)) 01,2,…, ;i). 

锒后用 光滑曲线连接 M 各点.此即已给曲线 y =/( T ) 对应的导数 j /=/ # ( z ) 的图像，如图 

2. 19所示. 




图 2. 19 
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【991】 证明 ：函数 /( x )=- j X S，n J ' X ^°' 有不连续的导数. 

1 0, x =0 

证明思路当 x^O 时，容易求得 /’ U )=2 jrsin — cos 士^当 x = 0 时，由定义可得 /’ （ 0>=0, 故导 

數//( I )在（一 oo ，+ oo ) 内有定义•但是，极限 lim /' U ) 不 存在. 因此，工=0为广 （0：) 的不连续点 • 

证 当 _c 古0时 •/’( jr ) = 2 _zsin • — cos 士•，而 


/’<0) = 1^ /( 0 +卞)一乂 (0) = lim (Arsin 士 ） =0， 

AX Ar-0 V IIX f 

故 /'( WS — ooC ^^ + co 中处处存在.但当 X —0 时， /' U ) 并不趋 向于任何极限，所以， /'( x ) 在点 工=0 
处是不连续的，这说明了 /(X) 有不连续的导数. 


【992】 在什么条件下•函数 



X 5^0 t 


T = 0 


(1) 在 • I — O 处是连续的 I (2) 在 x = 0 处可傲； (3) 在 x =0 处有连续导数？ 


提示 （ l 〉 n 〉0 •注意当 n = ^ 互素）且 g 为僞数时，只考虑 / U ) 在 x = 0 处右连读, 

(2) n > l . (3) n >2. 

解 （1) 当；1>0时 

limx^sin 丄 = 0 ， 


于是 dim /( x )=/(0) •此时 ./( or ) 在 1 = 0 处是连续的（当》=上（/>4互索>&9为偶数时.只考虑在1 = 0 

r^O q 

处右连 续〉. 

(2> 当 《>1 时 


|im /C0+Ar)-/(0) = lim( ^ x)l 

Am *0 Ai-0 




= 0 , 


于是，广 （0> = 0, 即 /( I ) 在 1=0 处可微. 

(3) 当 n >2 时，由于 


'( j ) — 


— jc m 


Cx ^ O ) 


故 lim /' JsO , 而由 （2) 可得广(0)=0,所以•这就说明当 u >2 时，广 ( x ) 在 《r = 0 处是 
连续的. 

【993】 在什么条件下，函数 



(m>0) 


(1) 于坐标原点的邻域上有有界的导数; 

(2) 在此邻域 i ： 有无穷导数？ 

解 （1) 当： r 參0, xG (-^^) (占 >0〉时， 




sinj ^ p ， cosy ^ 均为有界函数•于是，当 ”彡 m + l 时, /' Cr ) 为有界函数（易知此时/'(0)=0). 


r? 
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(2) 在此邻域上，当 ”一（仍+1)<0( 即 n < m + l ) 时，广(: r ) 无界 • 另一方面，同 992 题 （2) —样，当 n >\ 
时/'(0)才存在，因而，所求的条件为 

l < n 〈 m + 1 ( m >0). 


【994】设 /(: r > = U - aMz >, 其中函数 9(1) 在处是连续的，求广 （ a ). 
提示利用导数的定义及 〆 : r ) 在 x = a 处的连績性 • 


解 iim /( a - f ^)-/( a ) = Iimy)(<2+Ax ), 

Ar-^O LXT Ar-^O ZlJT Ar —0 


由于在 x = a 处连续 ，故 \\ nup { a ^ Ax y i = < p (, a ). 于是， 


Ar -0 AX T 


EP f \ a ) = < pia ). 

【995】 设 /(: r >= |jt — fl | P (: r ), 其中史 (: r ) 为 连续函数及 〆 a ) 关 0, 证 明：此 函数在 a 点没有 导数. 
单侧导数 ( d 及 r + ( a ) 等于 什么？ 

提示注意 ( a ) = —< p ( a ) 9 f \ 


解 盔=磬—工)= 


< p ( a - b ^ x ) t 
— < p ( a + Az ) • 


^ x >0 t 



lim ^^== lim [ — 93 ( 42 + Aj ：)]= —< p ( a ). 


lim ^^= lin ^[9( a + Ar )] = 9>(<2), 即 


即 f ^( a ) = -< p ( a)i 
/；( a ) = 95( a ). 


由于 〆 故/ / -( < 2)关/:(^1),因此，/(1)在^点没有导数. 
19961 举出在己知点 dp " •，〜 没有导数的连续函数的例子. 


提示巳知 y = — c I 在1 = “处速螻而无导数.由此•可令 I x — a k I . 

解 我们巳知: li — ci | 在2=<1 处连续而无导败.利用这一点，我们作一个函败 

y = fU )= 2 \ x - a k I , 

蠢 -I 

它在 A ， a 2 ，… A 点均连续，而在这些点均无导数. 

【997】 证明 ：函数 

，.丨 胃 I 

• x 尹0， 
x =0 

在点 x = o 的任何邻域上都有不可微点，但在该点是 ej » 的. 

作出此函数的略图. 

证对于函数 / Cr >, 我们有 


/( x )-/(0) 


/( x)H 


X 2 

cos — 


X 

0, 



x l 

cos — 

m — 

1 工 1 =Q 


故即在 x = 0 处函数 / U ) 是可饿的. 

下面我们将指出对于 x =0 的任何邻域 （一仏 5)( 其中 00) 中，函数 /(: r ) 总有不可微点.亊实上，令 


则当 n 充分大时，总可使 


”+了 

<占,从而点(—5,沿.对于这样的点 
/ # _ ( j ： 2 ,) = ir 及 / ♦ Cx 2 .) = —7 T . 

f '- UuW 八工 u 、. 


，有 


所以， 

同法可得 



于是，函数 /(X) 在点: r B 处不可微 • 

函数的图像全在 ar 轴上方，包括原点 》当 1 =^^ 时， /(* r )=0, 且/'( X 〉不存在•此函数的略图如图 
2. 20所示 • 



19981 祕函数 /(Ht 

=(t 


/(O^Ax)-f(O) 

Ax 


• r 为有理数， 
• T 为无理数 
△ X 为有理败* 
Ar 为无理数. 


仅在 x = 0 时有导数. 


于是，冇 lim , ⑺ ⑴ =0,即/ / C 0)«0. 

Ar-0 dX 


其次，对于任一点 x 关 ( K 分两种悄形讨论闲数的可 微性： 
(1) x 为有理数.取一无理数数列,且则* 


lim 


/( I •卜 /⑺ 

X m —x 


lim 


0-x 2 


由此可知，闲数 /( a 0 在任一有理点（关0>不可微 • 

(2) « r 为无理数.取一异于零的介理数数列 U 1), 使•，则冇 

ir-^oc 

•• /( xl ,)—/( j ) jc'J 

- ^7- -- = lim-? - =oo # 

<-x x.—x ^sXn—x 

由此可知，函数/(工)在任一无理点也不可微. 

总上所述，函数 /(d 仅在 x =0 时有导数. 

【999】研究下列函数的可 傚性： 

(1) 3»= I ( j -1)( x -2) 2 ( x -3 ) j | s 

(3) y = | tc 2 - x 2 |» in 2 x , 


(2) y— I cost I * 

⑷ 3 f=arcsin(cosj) 


( x + l) 2 f 


I <1， 


(5) : y = _ 

1一1， I ^1 > i . 

解 （1> 当工或 : r 关 2 或 x 尹3时，函数均可微.现在我们来考虑在 
(i ) 当 x = i 时，由于 


，3这三点的可微性, 




故 


lim ^-8, lim ^=-8. 


因此， ㈣ 不存在，由此可知餅不可微; 
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C ii ) 当 : T = 2 时，由于 


艺=&1 (心 + i ) n ” i ， ㈤ 叫， 


因而 d 在 z = 2 点可微； 
( lil ) 当： r =3 时，由于 


| (厶 0 *+ 2 )(厶:+ l> 2 Ar | ， lirn ^ = 0, 


因而，: y 在 x = 3 点可微》 
(2) y = | cosx | 在 *r = 


2 k ~ 


: rU 为整数）点不可微. 


(3) 夕= U 2 —? | sin 2 i 只可能在: r =± ir 的点不 可微. 

现在我们来考察在 X =—1 T 及 I =7 T 时函数: V 的可 微性. 

( j ) 当 1=11 时， 

Ay … | y 2 ~ | sin 2 _ sin^j-sin^x | 2kAj ： f (Ajt) 2 \ 一 。 

Ar At As y<Ar 

所以•函数: y 在 了=^ 点可微 • 

< ii > 同理可证函数: y 在 ： T = _ n 点也 sj 微.于是，函数 y = U 2 — x z | s in 2 : r 处处可微. 

<4) y - an ^ iWcou 〉 在 | COS > r | =1的点不可微，即在 ■ r-ihr U 为 幣数〉 的点不可微. 

(5) 函数: y 对 Fix 丨关1的点均 P 了傚.现在我们来考虑 函数： y 在 UI -=1 点的可微性. 

( i ) 当 i=i 时， 




(Ar + 2) 2 ， ^ x <0 f 

Ar >0. 


于足， 


lim^=l 及 lim ^=K 

Ar A / . ♦ r/\T 

所以，即函数 J 在 了=1 点可微 • 

( ii ) 当 j - 一 l 时， 

『|一1十心丨一1 ， 




-2+ At )( At ) 2 


Ar<(K 


i - = - Y ^+ T ( ^ )2 * 


Ar >0. 


于是， 


lim ^=-1 及 lim # = 0, 

Ar--QLiX 一呤 O^Lr 

所以•函数： y 在1 = 一1点不可微. 

求函数 / Cr ) 的左导数 /'_ (X) 和右导数广 Cr ). 设： 

【 loo 。】 /(j)=M. 


解当 x ^ 0 时，易见 


'(x>=/’-Cr) = *L^ = 


sgnxi 


当 : r = 0 时， 


/(0 +△: r )-/(0) 


「;: 


△« r <0 

Ar >0. 


所以， (0) = 1, / ， -(0) = -L 
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【1001】 /( x ) =[^] sin 7 tx . 

解当 x 不等于整数时， 


当: r 为整数时，从定义出发得 

/ 4 (▲)= lim 

Ar-^+O 

同法可得广⑷ =icU-n(-i)*. 


- ( x )= (x)=k[x]cOS7CX 


[ ife + Ar ] sinx (*+ Aj > _ kcoskxsinC kAx ) 


Cix 


— lim 






110021 /(x) = 


0, 


， x^Ot 

x = 0. 


解当 x 关;为整数）时（即使 cos + 关 0 的： r 值）， 


2 k +\ 


I I I cos — I 

- ( jt ) = / * ( j )= I cos 子 I 十子 ^ - ^-sin -^-=( 


予十予 sin 予) S gn(co S 予) 


当 


2々+】 


时，从定义出发易得 


广 = (▲为整数） 


[1003] /(x) = 

解 ^>/2 hi <\ x \< V (2 k + l)K U =0, l ,2 时， 


二 ( x ) = /- ( x ) 


当1=0时， 

f \ (0)= lim lir 

当工= v/WU = l ，2, …）时，我们有 


V sin (^ r ) 2 


:(0)= "m lim f /5 in (^ r ) H = - 

Ar—• O^X Ar--0L V 


^/2 kn )= lim lin 


v sin ( y /2 jfer 
Ar 


lim 


V -： 


[24 x y^U + C ^ x ) 


>/2^ + ( Ar ) 




^/2 kn 

Ar 


+ 1 


同理，可得 


.< v^) = ~oo u=i,2,->. / ； (-/(2A + l)K) = =foo (* = i ， 2,->. 


11004] /( j ) = 


解当 x 尹 0 时 


1 +eT 

0, 


j ： 关0, 
x = 0. 


Kx )=/ / + ( x ) = 


1+(0+ 


当 x =-0 时， 


，… ，• /(0+Ar) — /(0> 1 , 

• (0〉= lim 1 - t - z - = lim - r = 1 

泣 — 0 ^ 故 ，一 0 l+e^ 

； (0)= lim 迎 + 卞一 /⑼ ： , im —L^o. 

Ar 一 +0 AT Ar-+0| 
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【 1005 】 / ⑴ = V^e^ 2 . 
解当 i 尹0时， 


当1 = 0时, 



， (0+ZLr)-/(0) 

Ajc 


同理，可得 /:(0) = U 

【 1006 】 /(.r)= |lnU| | (x#0). 

解当时， 



分两种 情况： 

( I ) 当 0<|l|<l 时， /’ 看 （■!：>=/'(J 


当 | r|>l 时 •/’-(•!) = /'( J )= 


当丨： r | =1时， 


1(1)= lim 


/<l+^r)-/(l) 




同理•可得 / -<- l ) = -K /、（士 1)= 

2 x 


【 1007】 /( j) = arcsin 
解当卜|关1时， 


’• < x ) = /^ < ar ) = 




当: r « l 时， 


(1)= lim LCl ±^/( l ) 

Ar-^-0 AX 


lim 


.(1+ zlr )* — : 

rcsin 1-Hi+AxV 


Ar 


同理，可得 /'-( 一 1〉= 一 1, fUl ) = _ 


I1008J /(x) = 


(x~ 2)arctan 


x-2 


0, 


解当 I 关 2 时， 


- (j)=/ : (j-) = arct*n 


当 i =2 时 




:(2)= lim 


同理可求得 


arcsin 


lim 


2(1 
1 + ( 


- arc — 


= lim 

Ai —-0 


arcsin 


Ax 

(1+Ar> 2 - 

r + n + ~ 


(1 + 


(卜 Ar> 


+ Ar > 2 

~\ - 


1 + ( 


Ar) 2 一 1 

r +^ x ) 2 




1+(1+Ax): 



#2, 


x =2. 



【1009】 证明 ：函数 /( i ) = 


证由于 


0 , 




= 0 


在点1=0连续，但在此点既无左导数，又无右导数, 


^Wmxsin ——=0 = /(0) 


所以，/(^>在点^ = 0连续. 
其次，由于 


/(0十 Ar >_/ ⑻一 


不论从左侧还是从右侧趋于芩，此极限均不存在.因此，在点 * r =0 函数 /(> r ) 既无左导数•也无右导数. 

( X z f t 

为了使函数 /(X) 在点 T = X 。处连续而且可微•应当如何选取 

ax + b ^ ar > Xo . 


系数 u 和6? 

提示注意 /( JvJsjSs / Xjo — Oh / Xjo + OJsflJo + ft ，/: (• r 0 > = 2 jof / > ( x 0 )= fl . 

解 f ( r 0 ) = xl = f ( r 0 — 0),/( j* 0 +0) = ax 0 + A . 当 _rj = a _ r 0 + A 时•闲数 /(•*■> 在点 j 0 连续.又因 
/ - ( j - o )=2 x 0 ，/' <> r n )= fl ，故当 a = 2 j - 0 时•函数在点 _ r 。 处 wj 微.从而很 = 2> r ? +6,即6= — xl ， 

于足，所求的系数为 = b =- a ： l . 

11011] 设 F (* r )=| /< r >， 其中闲数 /( x ) 在: r = x 。为左 町微的 .应当如何选择系数 《 和心 

[ a ^- rb ^ x > x 0 ♦ 

使函数在点办处连续而且 可微？ 

提示注意 F ( xo ) = /( xo ) = F ( j 0 -0). F ( Jo +0> = 似。+6 •广- ( j - o ) = /- Cx «), F # . U 。）= fl • 1010 题 
即为本題的特例. 


解 F ( x 0 ) =* — 0 ) =/( i 0 ) , F ( x ^ + 0 ) — ax 0 + 6 .当/( 1 0 ) — ajr 0 + 办时，滅数 F (: r > ft 点 ： r 0 处连 

续. 又因^-( 1 。〉= / / -( 1 。），广+(办> =£ 2 ,故当^ = / / «( 1 。>时，函数尸( 1 )在点办处可微 • 


解方程 m (“ _/ (To), 

1/( X 0 )=< JX 0 +At 


即很所求的系数为 (« r 。）， A =/( x 0 )— To /' ( Jo ). 

【1012】 适当地选定参数 A 与 r , 用立方抛物线 


在 K 域 a ^ r ^ b 上把呐条 射线: 


y = Mx - a ) ir - b )( x - c ) 


y=ki (x — a ) < — oo < x < a ) 及 y = k 2 Cx ~ b ) (6< x < + oo ) 

光滑地连接起来. 

提示注意在接点处两条曲线的切线重合时，它们就光漘地连接起来•由此易得 ：在点 ，有 

A(a — b)(a — c ) = ki ；在点 x=b 处 • A (6 — a )(6 — r ) = &• 

解 对于立方拋物线， 

/ = A[(«r—6)(j—f) 十 （ j—fl)(i_c) + (j—fl)(«r—/，）], 

此即曲线上在任一点切线的斜率. 

当接点处两条曲线的切线重合时•它们就光滑地连接起来，此时应有相等的斜率.于是，有 
< I >在点处， 

Aia — bHa — c )= k \ ； (1) 

( ii ) 在点 x =6 处， 

A (. b - a ) ib - c )= k z . (2) 

联立 （1) 和 （2) 式，解之得 

. _ +^ 2 _ ak 2 +bki 

( b — a )” C k } -\- k 2 
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【1013】用拋物线: + U|<c)( 其中 a 与 6 为未知的参数）去补充曲线： y= k | >r) 的 


部分，以便得到一条光滑曲线 • 

提示 显见 c >0, 注 意在点 I = C 处，有 

( a+ wL ， (f?r) U 及 

由对称性可知，在点处，按上述条件求得的系数“与 々也使 两曲线光滑连接. 

解显见 r >0, 否则在点: r=r 处就不可能形成一条光滑曲线•此时，在点 x = r 处两曲线的切线斜率相 


等，且有相间的纵坐标•于是，有 


ia^bx 2 ) 




及 


a + bc 2 — 



从而得2 & =-^, a + W=f •解之，得 a = 替，卜一赛 • 

由曲线的对称性可知，在点：处，按上述系数 a 弓6所确定的曲线 : y = « + ^ r 2 与曲线: V =1^| •也 
连成一条光滑曲线. 

【10141 若：（1)函数 /(: r ) 在点 《 r 。 有导数，而函数在此点没有 导数； （2> 函数 /(. r ) 和 4二 者在 
点都没有导数，可杏断定它们的和十在点 x = x 9 没有导数9 
提示 <1)能 •易 证. 

(2> 不能.例如， /( i 〉= 三土 ^1， g (: r 〉= J 一 j , 在点 i = 0 处. 

解 （1) 能.因为 

^( x )_.^/( x ) ■ △/?(:) 

Aar Aar * 

当 Ar —0, 上式右端第一项的极限 ffft •而笫二项的极限不存在•因 0, 左袖的 极限也不存在（否则 


* 4 fe ~ =4 57 L) 的极限就存在，与 AT (* r ) 不可导相矛质〉•这说明 F ( x ) 在点心处没冇导数. 


(2) 不能.例如， 

/(: r ) .£± J ^ L . g ( x )^^ 


它们在点 a —0 处都没有导数，但它们的和 F ( x ) = /(« r )+ Wx )= x 在点 _r = 0 处有导数且为 1. 

【1015】 若：（1)闲数 /( x ) 在点: r 。 有导数•而函数 g ( x ) 在此点没有导数：（2)在点 r 。 函数 /( T ) 和 〆 T ) 
二者都没有导数，可否断定他们的积 F (:在点 ^r = x u 没有导数？ 

提示 （1>不能•例如，/(文>雄1,尽（00=丨《1丨，在点1 = 0处. 

(2) 不能.例如 •/( jOsgCj ：): |« r | ，在点 1 = 0 处. 

解 （1) 不能.例如 •/(•!■) = : 在点 1 = 0处有导数， g ( x )= U | 在点 x = 0 处没有导数，而它们的积 

F ( x > — /( x )^( x)=x I x I 

在点 1=0 处有导数.亊实上， 


lim 4^2 = lim 4Ll^|-o- |o| 

yo Ar-0 


即有 ^(0) = 0. 

(2) 不能.例如 • 

/( x )= | x | . g ( j ：)= I 

在点 1 = 0 处它们都没有导数，但它们的积 


= lim | I =0_ 


♦ 


F ( j )=/( j ) g ( j )=( I x \ y = x z . 
在点 X = 0 处有导数，且^(0) = 2^| o =0. 
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【1016】若 ：（1) 函数 / Or ) 在点 x = g ( i c ) 有导数，而函数 gU ) 在点 x = x 0 没有 导数； （2) 函数 / U ) 在 
点 x = g (: r 。） 没有导数，而函数客 O ) 在点 x = x 0 有导数； （3) 函数 / O ) 在点 x = g (: r 。） 没有导数及函数 gU ) 
在点工=工。没有导数，则函数 F ( x ) = /[ g ( x )] 在已知点 x = x 0 的可微性怎样？ 

提示 （1) 不定. （2) 不定. （3) 不定. 读者举例 • 

解 （1) F '( x 。） 可能存在•也可能不存在•例如，考察函数 / U )、 g ( or ) 及点: r 。 如 F : 

(i ) fU)=a: 2 ,gU)= |i| , 点 x = 0, g(0)=0. /'(0)=0, g ，（ 0) 不存在 •而 F(x) = /[«-(x)] = 
(|x|) 2 =x 2 , F / <0)=0. 这是广 Cr 。） 存在的一例 • 

(ij ) fCx )= x , g (: r )= | jt | •点 x = 0* ^(0)=0. / ， (0) = 1, g '( O ) 不存在；而 F ( x ) =/[ g ( x )]= 
| x |, 广 （0> 不 存在. 这是，(: r 。） 不存在的一例. 

(2) F '( i 。） 可能存在，也可能不存在.例如， 

( I ) /(•!) = M ， gCx ) = x 2 , 点: r =0, 只 (0) = 0. 广（0)不存在， 〆 （()）存在，且等于零；而 F ( x ) = 
/ U ( i )]= lx 2 丨 = x 2 , 广(0)存在，且等于零. • 

(ii ) /( x )* I x | , g ( x)^Xt 点 J ^ O , g (0)=0. 而 F (： T ) = / t ； g ( x )]= | x | ， F '(0) 不 存在. 

(3) F '( x c ) 可能存在，也可能不存在.例如， 

( I ) /( x )=2 x +| x |, ^( x ) = yx-y U | ,点 x =0, g (0)=0 •则 /'( 0 )及 /( O ) 均不存在,易知 

F ( x ) = /[ g ( x )] = 2 ( \ x - |x I |= t . 因此广（0)存在 & 等于 1. 

(li ) / U >= M ， gU )=\ x \ , 点 : r = 0,《(0)=0. /'(0) 及 g '(0) 均不存在•而 F ( x )-/[ g ( x )] = 
| x | , 广（0)也不存在. 

【1017】函数: ytz + i/SKr 的图像在哪些点处有竖宜切线？作出此图像. 


当 X = 时，容易 ft 接算出 


(: r ?^ in 々 = 0, 士 1, • 


= lim 


lim 


々 n 十厶 j: 十 >sin ( 袅 7r+Ar) 一袅 : 




士 ㈣ •荖卜 


故当《2：=以(々= 0,士 1, 士 2 •…）时有竖直 切线. 

当 o : = A!tc 时 fy^knt 

当 时 ， y =: r 士 1, 

其图像如图 2. 21所示. 

【 1018 】函数 /(: r ) 在其不连续点可否有：（1)有限 的导数 K 2) 无穷的导数？ 
提示 U ) 不能. （2) 能.例如 ./(： r > = S gn _ r ， 在点： r = 0 处. 

解 （1) 不能.否则由此可推出其连续性. 

(2) 能.例如 ，；y = /(： r ) = S gnx 它在点 x=0 不连续，但 

1 ^ x1 

1 

> + oo (Ax-^0). 



Ay _ Ax _ \ 

Ax ~ /\x 一 I At 


【1019】若函数 /( x ) 在有限的区间上可微，且 lim /( 1 )= 00 ,则是否必有 

(1〉 lim /'( x ) = oo , (2) lim \ f \ x ) \ = 


图 2. 21 


解 （1) 一般地说•不能保证(: r >= oo . 例如，对于 (0, j ) 内定义的函数 




显然有 lim /(:0=00.但是，广（0：) = — 4十"^11 +，对于特殊的一串数 * r * = i ，2, …）有 

一 0 X 工 X 2k ^Y 

/ '( 1 *)= 0 , 所以 ， lim /’（ ar w )=0, 因而 ， lim / '(: r > = oo 不成立 • 

卿一 pc 广 -+o 

(2) 必有 “ |/’( o ：)| = co . 

x —«4-0 

由于 / D 在连续，且 lim o /( x ) = oo ,^ /( x ) 在点 j ： = a 的右近旁保持定号，从而必有 lj a n ^/<: r ) 
= + oo 或 lim / U ) = - oo , 显然 5 J 设前者成立（否则，考察函数一 /( i ) 即化为前者）•再通过对自变 M 作代 

n + 0 

换— x 可知，我们只需证明 F 面的命超： 

若函数 /(X) 于有限的区间 （ A , B ) 上可微，且 

lim fix ') = - hoo . (1) 

x — fl-C 

则必有 _ 

lim |/'( j 〉|=+ w . (2) 

现在给出上述命题的证明如下： 

由 （1), 对于任给 Mo >0, 存在灸 >0,使当 ar€[ii — 氙， B > 时，有 

/( j)^Mo 其中 Bo = B -<5 o >. 

记 P =( B 0 ,/( B 。〉〉， 有 /( Bo » M 0 . 为证（2>,我们采用反证法.设存在 / C >0, 使 

|/ / (川<尺 ( xeCBo . B )), 

則将引出矛盾.论证如 f : 

今过 P 。 作斜串为 2/ C 的直线 

/： y -/( B 0 )-=2 K ( x - i 3 o ). (3) 

它与^ = £3垂线相交于一点 Q , 其纵坐标为 

>Q = /CB 0 )-f2K(B-B 0 ) = /<Bo)4-2K5o. 

记 M , =/( B 0 )- f 2 K <5 o . H'J y 0 = M , ，它是直线/在 [ Bo , B ] 上的最 大值. 

对]^而言，由可知，存在々€(执，出使/(0： 2 )>从 1 ,即点位于/线之上方. 

另一方面，由在点 /( z ) 的可傲性，在1=执右侧邻域内，对于任给 e ,>0( 取 e ,<#), 存在心使 


当0< U — I 。丨<6时•有 




于是，当0<|1—々|<^时，有 


(• r > — 


三 |^°〉 |<丨/'(仄>| + 


- f ， CB ')\ i < K ^ e l < K-^Y 


即有在 r 曲线 : y = /( ar ) 上：当0<|工一 B 0 |<<5时•有 


|/(x)-/(Bo)|<-|-K|x-Bo | . 

今取々>队•使 X,< j 2 , x ,< Bo +5. 于是，由 （3) 式和 （4) 式知 

/(x 1 )-/(Bo)<yK(x,-Bo)<2K(x 1 -B 0 ) = y(j»)-/(Bo). 

故 /( aXY ^ x ,), 即点(: r ,,/(: r ,)) 位于直线/之7方.考虑连续函数 

G(x) = /(x)-y(x), 

我们取 

inf {x|G(j:)>0}, 

则由 G ( x ,)<0, G ( o : 2 >>0, 易见 c 是存在的，而且 G ( c )=0 .它也就是连续函数 G (: r ) 的一个中间值点. 
考虑 A 彡: r > c , 则有 G (: r )>0, 即在 c 点附近且: r > c 时，有 fU )> YU }. 从而， 
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fU)-f(c)>YU)-fU) = YU)-Y(c). 

注意 i — c >0, 故又有（当 _ r>r •且在 c 附近 时）： 

y ( x >- y ( c > 

X—C x^c 

上式两边取极限 （ U ： u — c +0)， 并注意到函数的可微性，有 /'(c + tOs /' O :〉， 于是有 

/ / ( c )^ V / ( c ) = 2 K . 

此处 U , ，心） ( Z[a , B ), 这个不等式与丨 /'( r > 丨 < K 式相抵触.因此/'(: T ) 当 : rG 时是无 界的. 

这就完成了<2>的证明，从而，命题获证. 

注若利用以后的拉格朗日定理，則可很简单地证明此结论 • 

【10201 设函数 / U 〉 在有限的区间（《，6)上可微 ， ft lim /' (: r ) = oo , 是否必有 | i m /( x )-«,? 

提示不 一定. 例如 •/(•!•>=&, 在（0,6>(6>0)上. 

解不一定.例如， 


它在（0,6)(6>0>上衬微•且/ / ( J ) = 
【1021】设函数 /< i ) 在区间（办 


'(• r ) =十⑺•然而 lim /( j )= limv^r =0. 


+ oo > 上可微，且 lirn fU ) 存在. 由此能否推出 Um 广 U ) 存枉? 


提示不能•例如，函教/(1) = ^^,在（0,+00)上. 


解 不能.例如•闲数 


fix ) = 


sin ( x 2 ) 


它在 （0,+ oo ) 上可微 •广 （了）= 20>5(1 2 )-^^^且 lim /(.|0二0•然而 lim /，（ r > 不存在 • 

【1022】 设钉界喊数 /( x > 在 （ Xc ,+ oo ) 上可微 ，11 Hm /穴 or ) 存在 • 由此酊否推出有限的或无穷的 
lim /( x > 存在? 

提示不能.例知，函教 /( i ) = CO s ( ln « r > •在 （0,+ co ) 上. 

解不能.例如， 

/( j ) = cos ( ln _ r ) • 

它在 （ o ，+ oo ) 上有界 asj 微•其导数为广同时有 iim /•然而 iim /( w 不存在 • 

【1023】 对不等式可否逐项微分？ 

提示不可以.例如，在 （一 oo ,0) 上有 2 j ：< x 2 -f 1. 

解一般地说不行.例如，在（一 oo ,0) 上有 

2_ r < i 2 + l , 

但在此区间上不能对此不等式逐项微分，因为在 （_ oo ,0> 上不等式 2<2 x 不 成立. 

【102 4 】 导出求和 公式： 

P ，= l + 2 r + 3 « r * + …+ 盯歸- 1 , 

G t = l 2 +2 2 J +3 2 > r z + — + / i z > r ，- 1 . 

解题思路 令 P ,= i +_ r 2 + j 3 + — + x ", Q lt = l . 了+2了 2 +3?+ — + 盯-，81有（戸->'=尸-，（0-)' = 0, 
及 Q ^ rP ,. 当 jt ^ I 时易得，从而可得及至于当 i = l 时已有熟知的求和公式. 

解设 戸 •= > r + > r 2 +_ r 3 + …+/, (1) 

Q . = l - 十 3 x 3 + … + 7? y . (2) 

则（户”）'=1+2了+3了 2 如..+ 7|/- 1 =尸”， （ Oj , = l 2 +2 z : r +3 2 x 2 + … 

另一方面，由 （1) 式得 
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• rd - x ^) 


(j 关 1). 


由于（氏/ = 即 


j ( l - y ) 


]'=尸., 


于是，得 


一 （ Ti+1 >? + nx m 
(l-jr) 2 


由 （2) 式得 

=* r ( 1 +2 j + …+ ”广 1 ) = jrP m . 

由于 ( dn >' = <^, 所以 = Q ■•即 

P .^ xP ：= Q ,. 


P ： = 


■ 

■ 


l - U+lW + n ， 1 丫 

-fi(n+l)^^ 1 +n(ri^l)x w ](l-x) 2 +2(l-x)[l-(n+I)j w + nx- 

(1- x ) 1 


将代 及 P : 代人 （3) 式，即得 


l+ x-( n ^l) 2 x m ^(2n 2 +2n-l)s ml -n J x m 


当1=1时巳有熟知的求和 公式. 

110251导出求和 公式： 

S_ = sinj-f sin 2 i + …+ sinriJt 
T n = cosj -+2 cos 2 x + ••• + ncosm 

解题思路利用三角枳化和差公式， ft 得 


f . S . = cosf - cos ^ 


再注意到 1 = (5,/ 即获解. 


_ ■ 

解 S H = -^- 2sin -^-siru--+-2sin -^-sin2x4-»-+ 2sin -~sinnx 

2sin -7TL • 




t 

2 


2/ i+l 


T 


x 
■ ■■ ■ 1 


2 sin 2 y 
2 n+l 


所以， T m = 


y 


Y 


【1026】利用恒等式 


2 * 


2 -sin 




推 出求和公式： 

解题思路对等式 




( 1 ) 


两端分别求导，得 




2W # 


(2> + (1>,即可获解. 
解对等式 


两雉分别求导败，即得 





2" sin 






( 2 ) 


( 1 ) 


( 2 ) 


【1027】 证明： 可微偶函数的导数为奇函数•而可微奇函数的导数为偶函数.给出这个亊实的几何 解释. 
搛示 利用奇、偁函数定义，两瑞求导即易获试. 

证设/( X )为偶函数•则 /(: r ) = /( 一: T ). 两端微分之，得 

/ / ( x ) = -/ / (- x ), 即 / / (- x ) = -/ ， ( x ). 

这就说明 /' Or > 是奇函数.同理可证:可微奇函数的导数为偶函数. 

这个亊实说明•.凡对称于 Oy 轴的图像，其对称点的切线也关于 Oy 轴 对称； 凡关于原点对称的图像，其 
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对称点的切线互相平行. 

【1028】 证明 ：可微 周期函数的导数仍为具有相同周期的周期函数. 

证设 /(x) 为周期函数，周期为 T ， 则 

/(x-l-T) = /(x). 

两端微分之，得 

/ / (x+T) = / / (x), 

这说明/'(1)为具有周期了的周期函数. 

【1029】 若圆半径以 2 cm / s 的速度匀速增加，則当圆半径尺 =10 cm 时，圆面积增加的速度如何？ 
解 设圆蚶积为5，则5=# 2 , 

I JD I 

: m 2 /s) t 


f 


= 40 jc 


故当 R 为 10 cm 时面积的增加速度为 40 xcm 2 / s . 

【1030】 矩形的一边 x = 20 m , 另一边: y =15 m •若第一边以 lm / s 的速度减少，而第二边以 2 m / S 的速 
度增加，问这矩形的面积和对角线变化的速度如何？ 


解面积 S = 对角线/= y / x 2 +y ( x >0, y >0). 对，求导数，即得 


按题设.有 


20 v 


f - 

1 令一嚙 




，代人上面两式，得 


Vx l ^y l . 


^ = 20 • 2 + (-1) - 15 = 25. ^=~ 2 °jl 2 ^ = 0.4. 


/20 2 + 15 2 

T 是，该矩形的面积的变化率为 25 mVs ， 而对角线的变化串为 0. 4 m / s . 

【1031】 二轮船 A 和 B 从问一码头问时出发 . A 船往北，£3船往东.若 A 船的速度为 30 km / h , H 船的 
速度为 40 km / h , 问二船间的距离增加的速度如何？ 

解记时间为 Kh ), A 与 B 离硏头的距《分別为30《与 40 r ( km ), 注意成直角悄形，故两船间的距典为 


/⑺ 


= { 2 二 ’2, 


dU)= v/(30/r-4-(40r) r = 50£, 

故两船间的距离增加的速度为 

■50km/h. 

【1032】 设 

2<x< + oo, 

又设 S(_r> 表示由曲线 ：y = /(jr), 轴 Ox 及通过点 J ： (：! •彡 0) 且垂直于 
Or 的直线三者围成的曲积.写出函数 S(x) 的解析表达式，求出导数 
S'U), 并作出函数 ： y=S'(x) 的图像. 

解当: re [0,2] 时， = 

当 x €(2，+ c «) 时， 

S(x) = y2 2 4-y(x~2)[24-(2x-2)] = x 2 -2x-f2. 

0< x <2, 



从而有 s '( HJ 」 2 , 


2<jt< + oo. 


(图2.22> 


【1033】 函数 S ( x ) 是由圆弧: y = VV -，、 轴 Ox 及通过点 O 和 x ( U 丨 < a 〉 且垂直于轴 Or 的两条直 
线四者围成的面积•写出函数 SCr ) 的解析表达式，求出导数 fCr ), 并作出其 导数: 的图像. 
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解 SCr> 是由一个直角三角形和一个中心角为 a 的扇 形组成，其中 sina =~^， 故当 0<|x|<a 时， 

i-I 


S ( j ) 




arcsm 


于是， 




vV— X 2 


•丄 




x 2 


y / a z — 


—x z SRnx (0< I x I ^a). 



函数: y = S ( i ) 的图像如图 2.23 所示.函数 y = S \« r ) 的图像就是以原点为中心， d 为半径的圆周上位于 
第一及第三象限的弧段，但不包括 (0, fl > 点及 (0 .— 《) 点，图像省略 • 


§2. 反函数的导数.用参数形式给出 
的函数的导数.隐函数的导数 


1 °反函数的导数导数广⑴关 0 的珂微函数 y =/( x >( fl <: r < 6 > 具有单值连续的反函数 
此反函数也可微，并 且成* 公式 

x > 7/ 

2 °用参数形式给出的函数的导数若方程组 

广 9 ⑴， (, a < t < p ). 

1 尸必⑴， 

其中 〆 /)和#/>为可微函数，且 〆 </>浐 0 ,在某区域内确定 y 为: r 的单值连续 函数： 

y=^i<p 1 (x>) t 

则此函数的导数可用公式 

求出. 

3** 隐函数的导数 若 5 J 微函数满足方程 

F(x,^) = 0, 

则此隐函数之导数 v = y ( x ) 可从以下方程 求得： 




^[ F ( x . y )^ = 0, 


其中 f '( x ,; y ) 是变锗 I 的复合函数. 


【1034】 证明： 由方程 y 十 3：y=z 确定的单值函数; y = ：v(：r) 存在，并求它的导数 yl. 

证对函数 ：!• = /( 3*)=父 +3y 有 

/’(，>=3 y +3=3( y + 1>>0 

其中 _y 为任意实数，故 /(：y) 是严格增人的（在一00<^< + 00)，因此存在单值的反函数 y=y(xH - 00<x 
< + oo ), 且 

y '=_U — ?_ 

^ ^ 3( y + i >- 
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【1035】证 明：由 方程: y — esi n> y = _ r (0< e < l ) 确定的单值函数: y = ： y (: r ) 存在，并求其导数 
提示 仿 1034 越 的诅明 ，并利用反函数的求导公式 • 

证对于函数 x = f ( y )= y — es\ny M 

/ / ( y ) = l - ecosjr >0 (0«1 )• 

故 /(： y > 在（一 oo ,+ oo ) 上是严格增大的，从而反 函数 ： y = ： y ( x ) 存在且是单值的，且 

/ = 1 _ 1 
y ，一 万一卜 ecosy. 

【1036】设：（1) y = x^injr ( i 〉0>; (2) y = jr + e J » (3) y=shzi (4) y = tha *. 

求它们的反函数的存在域，并求它们的导数. 

解 （1) 由 ^： = l +- j >0 ( x >0) 知有单值连续反函数 1 =奴> 0 ,其存在域为一 oo <； y < + oo , 而导数 

] + 丄 T + 1 

X 

(2) 由乂=-1+¥>0知有单值连续反函数 xsj (: y ), 其存在域为一 oo <： y < + oo , 而导数 

dr — 1 _ 1 _ 1 

dy d ^ _ l + e x_ 1— x+y 

dr • 

(3) 由： y )= C h ^ r >0 知有单值连续反函数1 = •其存在域为一 oo <3< + oo , 而导数 


其中闪为 


石 — e ， 十一 v / TTT " 
In (: y 十 飞 y * ), 所以， e ，+ e -，=2 . 


(4> 由知有单值连续反函数 j — hjy ), 其存在 域为一 KjyCl 


由于 


㈣ 


ch 2 x - 


(3) : y =2 e ^ — 


而仏一士 =4,于是,反函数的导数 

【1037】设：⑴ ： y «2 乂, ( 2 ) y = y^pt (3) y =2 e ^- 

选出反函数 1=^(/ 的单值连续的各支•求它们的导数并作其图像. 
解 （1) ^-2 x 2 +3 r = 0. x 2 = l 士 v / F ^ .单值连续的各枝为 

A =— /l+ V\^y (― «><y<l) , 

工2 = — 71 —y (0«1), 

x 3 = \/1 - V^y (0<y<l) f 


由 ： y =2 P —微分得 1 


，（一 oo<y<l), 

4x __ 4x3 鸶， 


所以 ， d 1 = ：^ .从而有 




4 x ( 1- x 2 ) 


(1=1,2, 3, 4). (图 2. 24) 




：7 =力即单值连续各支为 

丄 Y 


—/ y 


图 2.24 





m 2. 26 


=7 .单值连续各支为 


r ' 对： y 求导数•得 l =-2 e〜g + : 

作出函数 7 =: y ( x ) 的略围，并求其导数 
U ) 等于什么？在何点 的导数 . 


2,此时 y 


列表 


当/< 一 1时，$>0,函数值: y 随自变 a 增加而增加，曲线上升. 

当£> 一 1时，£< 0 ,曲线下降. 

图像如图 2. 27所示. 

求导数 <(# 数是正数).设： 

[ 10391 ^ x= • y= 






< C >0, 




尸是， 


d 7 


(10401 
解 
[1041] 

解 




— sin 1 1 y — t. 

2cosrsin/, ^ = 2sin/cos/, 于是，裝 


dy _— 2cosrsinf _ 


2cos/sin/ 


-1 (0< x < l ). 


•acost ， y : 


= 6c ?gL = -A 


cot / 


<0<|/|<»r). 


【 1042 】 


ach/t jr =6 sh /. 


解 = —cothr (/9^0). 

qj a shr a 


【 1043 】 j = acx>s 3 rt y 
3asin ? /cosr 


解 


— tan/ 


2^+1 


dx — 3dcos 2 /sinr 
[1044] j = —sin/) ， y=a(l—cos/). 


为整数 〉. 


解 




dx 

【 1045 】 


cot 


(l-cosr) … I 

= e 2l cos 2 /t 尸 e 2 ’ 


(t^2kn, 々为整数 >. 


解 


d y 2e-(sin^-f-sinrcosr) s.n/^s,n(/ + f) 

dj 2c^(cos^-sinrcos/) cos/ . ^ cos ( f+ ^) ^ 4 ^ 


，是为整数 


= 0,1,2,.")_ 


11046] 


arcsin 


yiTF ， 


y=arccos 


解 


V 1 - 


(14- T ^] = f ?7 


dx 

f d 7 


V \+ t l — 


yi+/ z 


l+r 2 


小一 




1+ f 2 


W 


l + r 2 




sgnf 

l±A = 


于是，艺 n =sgnr (o < 丨 f 丨 <+°°〉. 

r +7 


【 1047 】证 明：由 方程组二所确定的函数 : y = ;y(;r) 当 f=0 时可微.但它的导数不能用符 


通的公式求得 . 

提示易知 ^ o ' 再注意到在 f == 。处不可微•即知#在 /==0 处不能用普通的 


公式求得 . 


证当'由 0 变化到时 , X 由 0 变化到 Ar = 2A+ Ur| ,：y 由 0 变化到 △: y=5( △以 +4A • | A 丨•于 


是， 


— 5 ㈤ 2 

Ax I i*o 2 At 


+ AAt At 


2At+ At 


={ 3 仏 

I At, 


At>0, 

A /<0, 


从而， 
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即 : y = ： y (: r ) 当 / = 0 时可微.但由于丨 f |当/ = 0 时不可微，因而营及 g 当 Z = 0时不存在•所以，导5 

/ = 0的值不能用酱通公式求得. 

求下列隐函数的导数： yl : 

【1048】 ^^-lxy-y l =2x. 当 or = 2 与: y =4 及当 j =2 与： y =0 时，/等于什么？ 

提示两端对 x 求导，并注意 （xjK =3»+：1\>4及 （ y 2 ) 二 = 2_ y >^ •即易获解 • 

1049题〜1053題均可仿照本題的 鮮法. 


解 两端对 * r 求导，得 


2 x ^2 jcy \+2 y -2 yy \ = 


于是， 


y 


Cx ^ y ). y r 




/ 


T # 


11049] y l =2px (拋物 线〉. 


解 两端对 o : 求导•得 2; y /=2 p •于是 • / 




I 10501 


+ 




(椭 圆〉. 


解 两端对求导，得誇+^-0.于是，: V : —另 
110511 n / T +>/7 (抛物线） • 




解 两端 对工求 
H 052 J xi^yl=ai (星形线）. 


/ =0 •于是 = U>0. y>0), 


解 两端对 x 求导，士 +"| ■: y = < x ^0). 


【1053】 


^ = ln y ? T 7" (对败 锞线〉 


解两端对 x 求导，得 


1 + 


+ ^■•于足,/ x ^ O ), 


【1054】求/ •设： 

<1> r *= fl9? ( 阿基米得螺线〉 丨 (2) r = a ( l + cos ? >) (心脏 线〉； （3) r —（ 对数蜾 线〉， 
其中 r = y/x l + y 及 ^=arctan +是极 坐标. 

提示 x = rcos<p f jr=rsin 史，其中 r = r ( p ) •利用参數方往所确定的函教的求导方式，可得 

dy_Z^ rCOSy+Siny £ 

(Lr dx •丄 dr * 

而 - rsm ^+ cos ^^ 


解 x=rcos<pt y = fsin9 , 其中 r = r (95) •于是， 

dg 

dx~ dx 
d<p 


fsinp + rcos ^) 

dr • 

^cos^-rsitup 


( l ) 代人 （ l ) 式得 

dy _ Qsing?+aycosy 
dx acosip _ a<psuup 


= tan( 9 + arcta— • 



，代人 （1) 式得 



dr 一 flsii 


)—a(l + cos^))sin^ sin^+sinp 


2sin 


(3) $ =，/1狀”，代人（1)式得 

dy = ma^T 9 siny + ae” cosy msiny+cosy 
dx ma cos<p—aeT^ sin^ m cos^> — sin^> 


tan(y+arctan —— 


§3. 导数的几何意义 

r 切线和法线的方程可微函数: y =/( T > 在其 图俅上 之一点从(^>(图2.28)处的切线从7'和法线 
MN 的方程分別具有以下 形式： 

Y - y = y { X - x ) 及 Y - y =- jr ( X - x ), 

其中为切线或法线上的点的坐标•而/ = /'(1)为切点处导数的值. 

2°切线长和法线长 对于与切线和法线有关的一些线段：户了为次切线•尸； V 为次法线，为切线， 
MN 为法线.考虑到 iana = y(Rj 2. 28) •我们得到下 列值： 

jr . PN = I * MT = 4 v / l + y 1 ， MiV = 丨 ：y | 




图 2.28 


图 2.29 


3° 切线与切点的径向置间的夹角 若广=/( 9 >为曲线的极坐标方程为切线与切点 M 的杼向 
MOM 所成的角（图 2. 29)，则 


【1055】 写出曲线: ytU + l )^^ 在下列各点处的切线和法线方程： 
(1)A(-1 ， 0) ; (2) B(2,3), (3)CC3,0). 

解由于 


所以，在 A 点的切线方程为 


法线方程为 


，'= 巧- 


一0=/丨一（: T +1), 即 jf - v ^ TCx + i )； 


— 0=—^：(工+1)，即夕=一 ¥ (J 十 D . 


在6点的切线方程为>一3=；/丨〃 2 &—2),即： y =3; 法线方程为 i = 2. 
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在 (:点 ，由于 :/为无穷，故切线方程为0： = 3 »法线方程为 y =0. 

【1056】在曲线 : y = 2+ o : — _ r 2 上的哪些点，其切线 （1) 平行于 Or 轴 s (2) 平行于第一象限角的平分线？ 
解由 于:/ = l — 2 or ， 所以，有 

(1) 令/ = 0，则 0* = 如 _y = 2 + + — += ~|~，故在点 （ H > 处其切线平行于&轴； 

(2) 令 :/ = U 则 x = 0 f : y =2, 故在点 （0,2) 处其切线平行于第一象限角的平分线. 


【1057】证明：抛物线 

y=a(x — jri )(x—J2) (a^Of x\ <x 2 ) 

与 Qr 轴相交所成的两角及卢 (0< a < f ，0 <^<f ) 彼此 相等. 

提示先求出抛物线与 Ox 轴的交点为^(々，(^，^(々，(^^其次， 
再求得抛物线在点 A 及点 B 处切线的斜牟分别为 

及 kB = y \^ z - 

由此即易证明 a ^ p . 

解如 W 2. 30所示，显然抛物线与 CXr 轴的交点为 
出心，0).由于 y = 2 a*r — a ( x ,+ x 2 ), 故在点 A 、 B 处切线的斜 率分别 
为 



kA^y 



= 2aji —a(xi +x 2 )=a(xi — x 2 ) = tany= tan(7r—^)f 


( 1 ) 


由（2> 式掛 


灸 " =y 


lx 2 


= 2 ax t — a ( x x -f x r )=a(xi — Xi ) = tana. 
tanCw—a) =a(xi — J 2 )• 


( 2 ) 

(3) 


山 （1> 式及 (3> 式证得 

11058] 在曲线:( —上求出“曲线的坡度”（即|/丨）大丁 • 1的 区域. 


解由于 y - 2 cos : r ， 故要|/|〉1,只要 | co S < r |>+, 也即 

Ul<y 及 y <| x |< k . 


此即所求的区域. 

【1059】函数夕=1及力=1+0.01* sinlOOOjw : 二者相差不大于 0.01, 这些函数的导数的差的最大值 
如何？作出相应的图像. 

解导数趋的最大值 

max | y ^yx | = max | lOn • coslOOOnx | =10 tt ^31. 4. 

由此蚵见，两的数相差甚微时（图 2. 31), 其导数却可相差很大.如阁 2. 32 所示. 
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图 2.31 


图 2.32 





【 1060 】 曲线: y = lnx 与 Ox 轴相交的角如何？ 

解 曲线; y = lnx 与 Oo : 轴的交点为（1，0),设曲线与 0: r 轴的相交角为 a ，则 


tarv7 = y 




故交角《为 45' 

11061] 曲线: y =： r 2 及 x=y 相交的角如何？ 

解 两曲线的交点为 (0,0) 及(1,1>.由于导数为: y '=2 x 及：/ = 4,故在 (0,0) 点两曲线的交角显然为 90°. 
在 （1,1) 点两切线的斜率分别为及幻=>|•，故其交角 I ?的正切为 



T 是，沒 = arcian 

【 1062 】 曲线 ysiai 及_> = 0«0：相交的角如何？ 

解先求交点.解 pn ’ 得 i = + + h U 为整数）. 

\ y=cosx 今 

其次，求两曲线在1=子+卜处切线的 斜率： 

▲,=(sinx) 丄十 “ =( 一 1)*4， ^ = <cosj) ， L- f ^ ==( - 1) * ，，， f- 


在+紜处，交角汛今取锐角•即满足 


ki 


1+从 


-1” 我 


Y 


= 2^2. 


于是 J«arctan 2>/2^70°32 / . 

[10631 如何选择参数/ I ，可使曲线 y=arctannx ( n >0) 与 Or 轴相文所成的角大于89°? 

解曲线 y = ar ctamM ■与 Or 轴的交点为（&.0)(4为整数）.不妨取 0< i < ir , 则交点为 0(0,0). 交角 
的正切为 


tan ^ : 


l + n 2 P 


n . 


沒>89°,相当于 tan ^> tan 89 # -57.29 tBP «>57. 29. 


110641 求出曲线 ：（1> ： y = v / l-f 于点 x = 0 处 ，（2> ：y = 

的左切线与右切线间的夹角. 

提示（1〉 /*(()> = 一 | a | ,34(0)= | a | .于是，夹角沒滿足 tan 5= 

(2> y - d )= i , y + ( i )=- i . 于是，夹角为 90°. 

解 （1) 函数的左、右导数分别为 


lx 


1+X 2 


a 


于点 x = l 处 


| J -r 


(0)= lim 


一 e ， 


=lim 


十 _| a 


= lim vw 


'« x- 




=I fl I. 


所以，于点 1 = 0 处左、右切线之间的夹角 0 满足 
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即汐 =2 arctan 


T ^ T - 


i - j 2 i 一 i 2 

1±2= lim ^ 


: ol _. 


(2) 函数的左、右导数分别为 

. 2 jt • ， 

arcsin r —~t — arcsini 

V - ( 1 ) = lim -- = lim 

rM — O X 一 1 r«^l -C 

同理， y + n )=- i . 

因此，左、右切线的斜率互为负倒数，所以，夹角为 90°. 

【1065】 证明：对数燎线 r = fle 〜（ a & m 为 常数） 的切线与切点的径向 M 所成的角度为 
证设切线与切点的径向 t 所成的角为沒，由于 r = ae ^， 所以， t an^=f 
数.故存为一常 tt . 

【1066】 求曲线 ？ = 的次切线长，由此给出作这曲线的切线的方法. 

解 设在任一点 M(x ，： y) 的次切线长为 / t ■，如图 2. 33 中的丨 PT \ , 

则 

瞧 I I 


常 a . 

: 1 ，它为-•常 


h 


I 丄 

I tana 


y 




因此，该曲线的切线可以这样作 :对丁 •曲线: y = W 上任一点 MU t y) f 
由此点向 ar 轴作垂线，得交点再在 Or 轴上取点了，使 | 尸 T | = 

¥( 当然， 只是在 P 的一侧取点 r , 若在 此点; y / X ), 則在尸点的左« 

取乃若在此点 y ：/<0, 则在 P 点的右«取丁.以后不再说明），然后连 
接 MT ， 则 M 7’ 就是所求的切线. 

【1067】 证明： 对于抛物线: y 2 =2/ M *， U > 次切线长等于切点的横坐 
标（绝对值〉的两倍；<2)次法线为一常 ft . 给出作抛物线的切线的方法. 
证 （]) 次切线长为 



图 2.33 


/r = | Pr , = |4|- 


1 

A 

y 




-2 


所以，次切线长为切点横坐标（绝对值〉的两倍. 

⑵次法线长为/ iv=丨P/V| = |：y ： /| = |：y •子| = 丨/ > |,所以，次法线长为一常M• 

由此，抛物线的切线可以这样作 ： 由曲线 / = 2Ar 上的任一点 M(«r •: y) 向 Or 轴作垂线，得文点尸.由于 
= ，故当/ >>0 ( P<0) 时，在 Or 轴上 P 点的左（右）俐取点 T, 如图 2. 34,使丨尸 T| =2| x| ，连接 M7\ 此 
即所求的切线. 



图 2. 34 图 2. 35 

【1068】 证 明：指 数曲线: y =/( a >0, 且有定长的次切线.给出作指数曲线的切线的方法. 

证次切线长为 i = ih = t ^ •从而"为常 
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由此，该曲线的切线可以这样作 ：对于 曲线: V=〆t 任一点 M (: r ，： y) 向 Or 轴作垂线，得交点 P. 由于当 
时 乂 />0, 当 0< a <l 时 : y/CO, 故在 Oi 轴上点 P 的左側（当时）或右侧（当 0<a<l 时）取点 


7%使丨 PT | = 


lna 


，连接 MT , 此即所求的切线（图 2. 35). 


11069] 求悬链线 y=ach f 上任意一点 M ( x 0 ，: y 。〉 处的法线长. 


解法线长为 


\ MN \ = \ y \ v ^ TTT^y 


由于 ： y’=a •士 shf - shf , 71 + 3 ^=^! + sh 2 | ch f = f 


故 


| M/V 卜 b 。 丨令 卜击 ，即 l MN 卜岳 <^ 0 >- 

【1070】 证明： 甩形线 • rl + yisfl + UX )) 的切线介于坐标轴间的部分的长为一常世 
证明思路对于星形线上任一点（1 0 ， > 。>(1。关0)处，容易求得其切线方程为 

y-yo = -^/^ (x-j ：。)， 


它在两坐标轴上的我距分別为 

夂这 1。+ V^oyl 及 l y = yo + \/^oyo • 

于是，切残介于坐标轴间部分的长为/= v / TTTTT , 经计算得.从 而合題 获证. 

证由方程/+ 〆 = J 求得导数:/对于曲线 I ：任一点 （ A •:关 o > 处，其切线方程为 


y -汍 一 E ( i 一办 >• 

它在两坐标轴上的截距分別为 

/ 4 = i 0 + i/xoyi 及 ly = yo ^ y/^rlyo • 

于是，切线在两坐标轴间的部分长为 yiT + Tf . 由于 

4+C =x5+>o+3j 0 y/icyl ■+■ 3yo v^Joyo =x?+>»j4-3 々 jS_ yj ( ) 

= i 5 +y 5+3 a 2 xiyl =<a T — +y©+ 3 (cix 0 < y 0 ) T 

— a 1 —3a^yJ +3a T >»7 +3Cajr 0 >»(, ) T ^a 2 — 3a~ yf Ca^ — yj >+3(fl*r 0< y 0 

= a 2 —3( ax 0 y 0 )^ +3( flj \> yo>l = a 2 f 

故，即星形线 ar ++：^=^+( fl ：> 0 ) 的切线介于坐标轴间部分的长为一常世. 

【1071】若抛 物线 : y = fl ?+ 6 : r + r 与 Or 轴相切，則系数 a , 6 ， c ■间的关系如何？ 

提示切点的橫坐标瀵足：/ = 0及 y = 0. 由此可得6 2 — 4沉= 0. 

解由方程: y =^ 2 +6 x+c 求得导数 /«2 a > r + A . 要拋物线与 Qr 轴相切，葙:/= 0,所以， 

(1) 


( 2 ) 


2 aj-f 6=0 t 


即 


另一方面•切点的横坐标 满足： 


即 


la 


ax 2 十 6 * r + c=0 


=_ 5 士 5 Vb 2 — Aac 
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比较 （1) 式及 （2) 式，得 


护一 4ac = 0, 


此即所求的 a , 间的 关系. 

【1072】在什么条件下，立方拋物线 : V = * r 3 + / u ：+ g 与 CXr 轴相切？ 

提示 仿1071 題， 由:/ = 0及： y = 0 可得(音) 3 +(*|~ ) 2= 0. 

解由方程 ： y = T 3 +/)： r + g 求得/= 3 〆 +/).要此曲线与 Or 轴相切，必须满足 



j 3 x ? +/»=0, 

(1) 

由<2)式得两靖平方，則 

\ x 3 + px -{- q = 0 . 

(2) 

以 （1) 式代人(3> 式，得 


(3) 


-音•(-++，)、，即 (• f )^( f ) ， - o . 


此即所求的条件. 

110731 当参数 a 为何值时，抛物线与曲线相切？ 

解按题意.我们有 

( ax 2 y = ([nxY 即 x 2 =^- (a 关 0), 

La 

从而， 

同时，由于在切点相切，其纵坐标也必须相等，所以 

lar =4- 1 即 


M 后得到 

【1074】证明 ：曲线 

y = f ( x ) [/( x >>0] 及 y =/( j )» inax . 
于公共点彼此相切，其中 /(： r ) 为可微函数. 

证解曲线方程 



得 sinax=l f 


2 a 


( k 为整数），这就是两曲线交点的横 坐标. 两曲线在文点处切线的斜率分别为 


从而，々,=&，所以，两曲线在公共点彼此相切. 

H 0751 证 明：双 曲线族 及《1 ■: y = 6 形成一正交网，就是说这两族中的曲线成直角相交. 

证设双曲线与双曲线: r：y = 6 相交于点 P (: r ,; y >, 则在此点双曲线/一 y = a 的切线的斜 
率 h 满足 ： 2> r -2：>^=0, 所以， 


* 1= 7 ; 

在同一点双曲线 x y =6 的切线的斜宰 h 满 足：: y + a : A 2 =0, 所以, 



由此得到 


以 2 = 爹 . d)=-i. 

因此 • 两双曲线交成直角，故此两曲线族形成一正交网 . 

【 1076 】证 明：拋 物线族 ：/ = 幼 (^2_1> U>0) 及 y =46(6+1) (6>0> 形成正交网 . 

证设抛物线 _y 2 =4 a < a -or) 与抛物线 :/ = 46 (6 + ： r) 相交于点 P(*r ，： y) ， 则在此点夕 = 仏（《 — x)W 切 
线的斜率 I 满足： 23 ^ = _4fl, 所以， 


2 a 

一 7: 

在同一点拋物线/=46(6+^0的切线的斜率 h 满足 ：2： yh =46, 所以 

l 26 

由此得到 


k ： k 2 = ~ 


\ab 

7. 


但点 PCr ,： y ) 同时在这两条拋物线上，故 

4 a(a — x ) — 46<6+ x ), 


(!) 


于是 ， 《r = fl —仏且 

y 1 = AaCa — a ^ b )= iab . (2) 

以 <2) 式代人 （1) 式•得知在交点处，两切线的斜率满足 

k \ k t = — 1 • 

故此两切线直交.由此可知，该两抛物线族形成正交网. 

【 1077 】 写出曲线: r =2£ — f 2 ,； y =3/ — / 3 在下列各点处的切线和法线的方程 ： （ lU =0,(2) f = l . 

解由于3 = 所以•有 


(1) 当，~0时,1 = 0, y = 



切线方程为 ： y ="|~ x , 即 — 法线方程为:即 2 x +3^=0. 


(2) 当 /=1 时,1=1, y =2. 



切线方程为: y — 2 = 3(文一1)•即 3 a：-：y — 1=0* 法线方程为: y —2= — + 1 ) 


即： r +3： y — 


【 1078 】 写出曲线 

(1)^ = 0. (2)1= 


： y = f ^ ■在 T 列各点的切线与法线的方程 


(3 )r 




2-2 卜4 〆+〆 


2 + 2/-4 r J -. 


7,所以.有 


(】）当 f = 0 时，: r =0, y = 0 t g = l •切线方程为 ： y =* r » 法线方程为 : ys — i . 

(2) 当 /=1 时，工 = |■•: V = j . 砮 = 3. 

切线方程为: V - + — 即 3 ： r — ; y —4 = 0; 法线方程为: y-j = — + ( x - + )， 即 x +3 y -3 = 0. 

(3) 当 f = oo 时 ， j =0, y = 0 , 裝=一1•(意 即：当 oo 时， x -»0, y —0, 

切线方程为: y =_* r ; 法线方程为 y = x . 

【 1079 】 写出摆线（旋轮线） 



: r=a (/ — sinf) , y=a(l^co^t) 
上任意一点 同 0 处的切线 方程. 给出摆线的切线的作法 • 

解 因为 

asinr 

Z 7 
”0 




(1 — cos/) 


,-,， cot + 





于是，切线方程为 

y—a(\—cost 0 )=cot -y • [j ： —a(/ 0 - sin/o)] ， 

化简得 

y—2a — {x — at^cot 夸 . 

由此可知，切线通过点 (W。，2 fl ), 其斜率为■.如 图 2.36 
中所示， ZtO' 尸 =/ c ，而 

Or = rp=ato. TT^Za, 图 2.36 

故了点的坐标为 （w。，2a) •它在切线上.其次，连接 pt 及 p：r, 则 pr 丄厂 r, 

★PT = tan ( y —ZPTT" ) = tan^y —y J=cot y. 

这样，厂厂就通过点 （w 0 .2 a 〉 •且其斜率为 cot | •所以•直线即为所求的切线.于是摆线的切线可以这 
样作《先连接切点与滚动的圆的接触点（即点 P) •然后.过 P 作其 垂直线 .此即所求的切线. 

(lntan + + cos/) f 


【1080】 证明： 曳物线 • 


x^a 


有长度不变的切线. 


y 


(a>0, 0</<ir) 


证明思路切线长为 


H 刻 


VI + y / ，而 




3 ( i- si 

代入，经计算得/= Id , 它是常量，从而命14获证. 


a cost _ si nr 
\ cost 9 


证切线长 = 






a cost 


sh 


sin/ 

cosf 


所以， 




v 1：h ^ = |a| 1 cos/1 - Tdrr =|a| - 


这是一个常 M ， 故曳物线有长度不变的切线. 

写出下列曲线在指定点的切线与法线 方程： 


【1081】 




廳， 6.4). 


解由于 〆 =—^=一胃,从而，点 M 处的导数为 


— f ，此即曲线在 M 点的 


切线的斜率. 


所以，切线方程为： y —6.4» —+ 6), 即 3 j +53 f -50 = 0； 


法线方程为: y — 6.4 = + (0~6)，即 5 x -3^-10. 8 = 0. 
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【 1082 】 xy^\ny=\, M(l, 1). 

解 先求 y •由于= 0,从而， 

，一 y / __ 丄 

>- -命，2， 

故切线方程为 >一1 = - + (1—1)，即 x +2： y -3 = 0 ; 法线方程为: y — l = 2( i — 1>•即 2 i —： y —1=0. 


§4. 函数的微分 


1。函数的微分若自变量为: r 的函数 ：y = / Cr 〉 之增 M 可表为以下形式： 

厶 y = A ( j ：) dr 十 o < dj > • 

其中 dr = Ar , 则此增录的线性部分称为函数: y 的微分： 

dy = A ( x ) dr . 

函数 yt / Cr 〉 的微分存在的充分必要条件为存在有限的导数 y ' = rCr > •这时我们冇 

dy = ydr . (1) 

若自变话 t 为另一自变费的函数，公式 （1) 于这种情形 T 仍然有效（一阶微分的不变性）. 

2* 函数的微小增量的估计为了计算可微函数 / U ) 的傲小增萤，可利用公式 

/( a :+^ x )-/< x )«»/ / ( x ) Ar , 

若 /'<_ r ) 关0,则当 | Ar | 充分小时，它的相对误差珂以任意地小. 

例如，若 A 变设: r 的绝对误差等于 | Ar | ，则函数: y =/( r > 的绝对误差 | △: y 丨和相对误差办可用下列公 


式近似 地表示 出来: 


I Ay 卜 


及 

^y= I Cln/Ca-)]^ I = I ^-~Ax | • 


【1083】设 ： U ) (2) ^x = 0.1, (3) ^x = 0.0\. 

对于函数 /(1)=/-21+1•求 ：（1 M /(1>, (2) d /( l ) •并比较它们. 

解 △/ =/(l+Ar) —/<1> = (1+&〉 3 — 2(l+Ar> + l-U — 2+l> = Ar + 3(Ar> 2 + (Ar> 3 , 
df (.\)= f ， (\)^ x —(3 x 2 — 2') I ,= i •Ar = Aar ， 

将所求值列表 如下： 



Af (\) 

d /( l ) 

Ax 

1 

Ax -\-3^ y - h(Axy 


⑴ 

Ar=l 

5 

1 

(2) 

^ c =0. 1 

0. 131 

0. 1 

(3) 

^ x =0. 01 

0.010301 

0.01 


从上表可以看出，当 Ar 值愈小时 ， d /( l ) 与 d /( l ) 之差就愈小. 
【1084】 设运动方程由公式 


• r =5/ 2 , 

给出，其中，以 S 来度黾，: r 以 m 来度#.若 （ lMz = ls ,(2 Mf = 0. ls ，（3)〜 = 0. 001 s , 对于/ = 2 s 的时刻，求 
路线的增砑 Ar 及路线的微分 dr , 并作比较. 

解 Ar = 5 ( 2 + A ) 2 —5 • 2 2 = 20 df + 5 ( A ) 2 ， 
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dx—x t • At=lOt I • At = 20At 9 

(1) 当 Z^=ls 时， ^x=25m ， dx=20m ； 

(2) 当 df = 0. Is 时， Aj= 2. 05m, dr^^m; 

(3) 当 A = 0.001s 时， Ax = 0 . 020005m, dx=0. 02m. 
由上可以看出 ，当以 愈小时 ，△: r —ic 就愈小 • 

求下列函数: y 的微分： 


110851 )=上. 


解 y = -4， dy^-^da ( x ^ O ). 


1 X 086] y = — arctan 


( a ^ O ). 


解 / 




+ x 2f 


d y = Z 2 


cLr 


+ X 2 


110871 兒 I . 

解 y，= h('^ r a~xTa^x , -a , 
dy= ： T^-i ( |x| 7*^ |a| ). 


【1088】 y^\n x + v j : 2 -\ a 
解 y =-? 4 ==^ d y 


dx 


【1089】 jy=arcsin 

lal 


解 / = 


>/ x l +a 
— ( a ^ O ). 

a 

, 丄 


Va 2 - JC 2 ^ y/n 

dy = .. dx (| a :|<| a |). 

Va l — x z 

【1090】求， 

(1) d ( xc")i 


(4)d (^) 


(7) dln ( l - x j ) 


(2) d(siar — xcosx ) * 

(3 〉 d (7)* 

(5) d ( vV + Y ); 

(6) d (-7= 



(8) d (arccos ) » 



解 （1) d(xeO = ( a : e x ) ， dr = e "( x - M ) dr ； 

(2) d ( siar — arcosa :) = ( sinx — xcosx) / dr = xsirudr ； 


(3) j == —-^-dx (xt^O) 


⑷祭 


~2^ lar , 2 -lnx 

• dx — - = r<Lr ( a :>0) 


2 xy/jc 


(5) diVa 1 


jdx 
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h n lan ( f +， 4") 


y ]— r + £ 

⑹ d (7 fM = — 

(7) dln(l-x 2 )=-|f^ (|x|<l); 

(8) 


心' • ^TT ( l x l <1); 


(1-x 2 ) 


| x |> l ) 




(#号+紜， A 为整 数). 


设为 I 的可 撇函数 .求下列函数^的微分 

I1091J y=uvw. 

第 dy=vw6u^uwdv^ uvdiv. 

【 1092 】 y=^. 

, 7 / du—2uvdv vdu—2udv / . AV 

解 dy= -- = — -3 - Cv^O). 


110931 y 




第 d ，-^ T ( 2 — 一 ^^1 (…〉 0) . 


【 1094 】 y=arctan 


解 dy 


1 + 


vdu — udv _ xxiu~ uAv 

V 2 ~ u 2 + t / 


U l + T ；>0, v ^ O ). 


X / 2 


【 1095 】 y=\n 

镇 —>0). 

【10961 求： U) $ (: r 3 — 2i ‘一： r，>, (2) * 


(3) 


d(sinjr) 

d(cosj-) 


(4) 


d ( taru ) 

d(cotr) 


， r n d(arcsinx) 
d(arccosx)* 


提示 （2) 由于=为偶函數，故不妨设 i >0, 从而有 


d ( sinj \ _ d / sin %/?" \ 

厂 K r^~ r 


解 （ 1) 


^j(x 3 -2x 6 -x 9 ) = ^j[x 3 - 2(x 3 ) l -(x 3 ) 


»1 — 4 x 3 — 3 jr 6 i 


(2) 由于 ^ 为偶函数，故不妨设2>0,则 


d ( siar \ _ d / sin \ _ 

>~ d ?\ A /zr I 一 


2x 


XCOSX — 


显然，上述结果对于也: r <0 是正确的 U 关 0). 

d(siar 〉 cosxdr 


2x 3 


(3) 


d(cosx) — sirudx 


=—cotr Cxj ^ kn ^ 4 为整败〉 
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(4) 


d(taiu：) = j ( 丄 ） =—_ 1 = -^ n 2 x 

d(cotr) d(cotr) \cotx’ cor a- 


k 为整数 h 


Ax 


(5) 


d( arcsinx) _ y 1~ 
d(arccosjr) 1 


=-l < | x |< l ). 


: dx 


【 1097 】有半径为尺 =100cm 及圆心角 a = 60° 的 扇形 . 若 （ 1) 其半径 K 增加 lcm, (2) 角 o 减小 30 ' ，则 
扇形面积的变化如何？求出精确的和近似 的解 . 


解娲形面积 A=+/? 2 a , 其增 M 


^ A = y [(/?- f -^ R ) 2 - i ? 2 ] = a /? AR + Ya ( Ai ?) 2 . 或 AA = yR 2 Aa . 
扇形面积的微分 

dA = /? a di ?， 或 dA = Y R2da - 

增虽是粮确的斛，微分是近似的解. 

⑴当 及=100，《=号 ，從 一1 时， 

^A«y(200+l) = 105.2cm 2 , dA=100 • 号二 104. 7cm l ( 增加 ）. 


(2) 当& = — 5^时* 

- 100 2 • ( — ^g5 ) = 一43. 6cm 2 , dA = -|- • 100* • (一 ^5) = —43. 6cm 2 (减少). 
110983 摆的振动周期（以 s 计箅）按 F 式确定： 


T = U G ， 

其中/为摆长以 cm 计 4 = 981 cm / S 2 为翁力加速度. 

为了使周期了增大 0.05 s , 对摆长 / = 20 cm 的度需作多少修改？ 
解周期 T 对摆长 Z 的微分 


dT=— • 


…I • 1 」，—冗 


将 dr=0.05^ = 98U/=20 代人上式，即得 


即摆长增加约 2. 23cm. 


d /= 0 .，： W 23 , 


利用函数之微分代替函数的堪置，求下列各式之近 似值： 

【1099】 V\702. 

解 设 /( 0 ：)=*^， Jo = l ， Ar=0.02, 则 

f/ ^ )= rh 

于是， 

yr02= fix 0 +Ax)^fU 0 ) + d/(xo) = l-f-0. 0066 

即 〜 i.oo7. 

【1100】 sin29°. 

解设 /( ： r) =sim x 0 = -^-. A-r= — 则 sin29 a ^ssin • — j^cos j = 0. 4849. 


dfUo )=/ / (xo>Ar = 0. 0066. 
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【1101】 cosl 51° 

m 设 /Cr 卜 ⑺肛， X 0 =^, ^ = ^ cosl5r^cos^-sin^. ^ = -0.8748. 

【1102】 arcianl . 05. 

解设 /( x > = arctanx ， j :。 = 1 ， Ar = 0. 05 •则 

arctanl . OS ^ arctanl + O . 05 • •^■ = 0. 8104( 弦〉= 46。26' 

【1103】 lgll . 

解 lgll = lgl 04- lgl . 1 = 14- lgl . 1. 

设 /( x ) = lgx , Jo - l . 1，则 

于是 ， lgll ««1.0434. 

【1104】证明近似公式： 

V a 1 十 i ( a >0), 

其中 | x|《a (正数 A 和 B 之间的关系式表示 A 远小于 B ). 

利用这个公式近似地计算 (2)^34, (3) •并与平方表中的数值比较. 

证设，△)*■!：•則 

Vyo +勿々 \/> o "+ 2 (当 I 丨《 时〉. 

于是 ，+ ^ (当| x | 《 a 时）. 

(1) v / 2 r +T^2+4-* 2 - 25，査表：>/^-*2.24» 

(2) — 査表： v /34=»5. 831, 

(3) v ^ T^O - VTT 5 ^! 勿 11 一 ^yy = 10.9546, 査表：/120 = 10. 9545. 

【1105】证明近似 公式： 

V / a "+ j ^ gQ + fi-j ( a >0). 
na 

其中 I x I 利用此公式近似地 计算： 

(1) v ^9 » (2) ^80* (3) yioo * (4)' yi 000. 

证设 /( y )=^5^ y 。= 〆 • Ayej ： •则 

== a+-^- r (当 ui《 fl 时). 

/I 似 

(1> W = ^2 3 + l +083, 査表： V ^9-2. 080, 

(2) — = 9907, 査表： ^^80= 2. 9905, 

(3) >7100-= ^-28^2-^ e ^ l . 938,査表: 7100 = 1.931； 

(4) '71000= v "2 ,0 "~24^2 - = 1 - 9953 ，查表： '^1000 = 1. 9953. 

【1106】正方形的边 x =2. 4 m 士 0. 05 m . 由此计算所得正方形的面积的相对误差和绝对误差如何？ 
解 正方形的面积 A = x 2 . 于是，面积的相对误差为 
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穿 H 学 IH 亨 

而绝对误差为 

I 么4 卜 |2. 45 2 — 2. 4 2 | =0. 24 m 2 . 

【 1107 】 为了在1%的稍度下计算出球的体积， 问度疳 球半径尺时所允许发生的相对误差如何? 
解 球的体积 从而， 


dV=yn - 3 R 2 dR = V ^, 


即体枳的相对误差是半径的相对误差的3 倍： 

IfHfl - 

因而，半径尺允许发生的相对误差为 

Sk • 0.01 = 0. 33% . 

【 1108 】 为了确定*力加速度，可以利用摆的振动公式只其中 / 为摆长，了为振动 周期. 当测 M 
(1) 摆长/,(2)周期丁时，相对误差5如何影响 f 的值？ 

m (1) |^| = |y | . 于是,&=杰，即贫的相对误差等于摆长/的相对误盖. 

(2) ^=| r ~^ T / . J 4 ff T | =2 | f | ,于是 , A =2 tf r ， 即好的相对误差是 周期了 的相对误爱的2倍- 

【 1109 】求数 _ r (: r >0) 的常用对数（以10 为底〉 的绝对误差•设此数的相对误趋等于表 
解设 /( x >= ln _ r ， 若数3很小，則有 


因而，所要求的绝对误差 

I lg (: r + △: r ) — lg>r | = | lg(l + ^) I = I Ig(l+^) I = j ^ In ( l +«5)»»0. A3S. 

【 1110 】证明：根据正切对数表求得的角度比用具有间样多位小数的正弦对数表求得的角度更为稍 
确. • 

证正切对数函数的微分 

do ; 


于是， 


而正弦对数函数的微分 


cKlgtanp ) jnio • tan ^ cos 2 <p lnlO • sin ^ jcos ^?* 


d<p i ==lnlO • I s\n<p | • | cos ^)| •丨 d ( lgtanf >) | 


ddgsin ^) 


cosodc ) 


InlO 


• sirup 


于是， 


I dtp I = lnl 0 • I sin 史 I • j | • | d ( lgsin ^) |. 


(1) 


比较 （1> 式及 （2) 式的右珣，由于假设确定 lgsir ^ 与 lgtanp 时，具有同样的误差，而 


cosy 


( 2 ) 


>1> 


I cos<p I ，故由 （2) 式确定的丨 dpi 不比 （1) 式的丨却 I 小•这就证明了求角度时用正切对败表更为 精确 . 
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§5. 高阶的导数和微分 


1 °基本定义函数: y =/( o ：) 的高阶导數由下列关系式顺次地定义出来（假设对应的运箅都有意义！） ： 

( x )={/- ,, ( x )} / (” = 2 . 3 • 

若函数 /(_ r ) 在区间 （ a ， 6 ) 内有连续的导数 /°°( x ), 则简写为.•/(• 1 ：)€ 0 < - > ( 4 2 , 6 ).特别地，若函数/( 1 2 ：) 
在 0 , 6 ) 上有各阶导数，并且这些导数是连续的，则使用 记号： 02 , 6 ). 

函数: y =/(： r ) 的高阶微分是根据 T 列公式顺次定义的： 

d-y = d ( d <# - | >) (n = 2 , 3 , …）， 

其中认为 y = dy = ydx . 

若: r 为自变 M ， 则 认为： 

d 2 x = d , j = — = 0 . 

这时成立公式 


2° 基本公式： 

I . ( a x ) w ^ a x \ n n a 


d> = y- > <LT 及 y 




(a>0)i Cen (my =e r ; 


II . ( siar ) ⑷ = sin (: r +专 ）； 

ID. (cos^) < - , =cos(x4-y ), 

V . 

x " 

3° 菜布尼茨公式若函数 “ = 及 v = 扒: r ) 韦” 阶导败 （ n 阶可微），则 

_ 

(“!；>《_>= 2 GW •-〜 

• -0 

其中“⑼ - i /. c ： 为由 n 个元索每次取 :• 个的组合数. 

类似地对于微分 d _(« z ；) 得： 

m 

d -( uv )= 2 C _ d _ - Wv , 

其中认为 d ° w = ii 及 d ° v = t ;. 


求 /, 设 : 


【 1111 】 y=x n/TT?. 

•• ^ 


解 


yrr 


l + 2x 2 


4x — 


1 + x 2 


-v/l+x 2 
1(1 + 2/〉 

yr - fx 2 _ 1(3 + 2/) 

7T+x 2 )T 


【 1112 】尸 


yi - x 2 


v ^ l - x 2 

解 —— r- 


卜 ( i - x^r 
=冬 • 2 x * (1-^)-|=— 5^-- 


(1-^)7 


(| x |< l ). 






(u 2 +v 2 >0). 


【 1124 】 y = u v Cu>0). 

解 = (v'ln“+5~ ) , 

/ =小1仙+¥) 2 +“{，1加+¥+- ( .- 心’ + 巧:)上二，' 2 - 

■ 

= tt w [ (t/Imz+^-w ) +t/ ， lnw+ 2 — ) J. 

设 /(X) 为三阶可微函数，求 /Sy' 设： 

【 1125 】 y^f{jc 2 ). 

解 y = 2x/ / ( J z ). 

/ =2 / / (x 2 )+4x 2 / <r (x 2 ), 

，= 4 j /' i 2 ) 十 81 广 ( x 2 ) + 8 ?/，(/ ) = 12 •(/) + 82W ) • 

【 1126 】尸 /( 士 ). 

解 — 去，(士)， 

/- 丟广(士 )+去 /*(+), 

，一告，(+)-含/*(+)-妒(士)(士） 

-- 去 " (士) 少 (+ ) -去 广(+ ) (^ 0 ). 

【1127】 ）= /(〆〉. 

解 y-eV'CeO, 

/ = e 2 '/ w ( e ，）+ c V'(eO, 

c ,r / w (e r ) +3e 2 ，/，(eO + e'/ ， (e，>• 

【1128】 y=/(lrir). 

解 y = ~~rf (Inr), 

y ==-p-/ ， (lru-) + p-/"(ln J ) = j F C/"(lfu-)-/ / <lar)], 

一^ •[/"D-/’(lnx)] + ： ^[/，(ln«r>-/"(ln^>] = +[/，Unx)-3/7lar)+2/ , (lruO] 

(x>0). 

【II 29 】 ： y=/[><>r)], 其中 〆 x > 是充分多次可微函数. 

解 y =v(x>/' [ 史 (I 〉]， 

/ = ^ /2 (j)/* r [^(x)] + 9 ， (x)/ / [9(x)]. 

^ = ^ , (x)/ 4r [^( J )] + 3/( J -)/(x)/"[ 95 (x)]+^(x)/ / [?>(x)]. 

【1130】对于以下两种情形 ：（l〉o •为自变鼠 ，（2)«r 为中间变童，求函数 jy=〆 的士: y. 

解（ 1 〉 dy=e’dr ， d 2 dr 2 j 

(2〉d^=e , d.r* dx 2 . 
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若: r 为自变置，求 d 2 y , 设: 


[1131] y = V \+ x 2 . 

解办 = 7#?心， /= (7 ffe ) = ^^1，于是， 


【1132】 



解 / 二 _，/=^^， 于是 ( x >0). 

【1133】 y ^ x T . 

解 y^^Cl + lnx ), / [(l + lnx >* + + ，于是， [(1 十 lnx ) 2 + 士] dx 2 

令《及1；为变置 x 的二阶可微函数.求士， 设： 


(x>0). 


【1134】 y=uv. 

解 d ： y=Mdv 十 vdu ， 

d 2 y= dwdT ； 十 ad 2 v 十 dvdii 十 vd z u= ud z v+ 2dwdv 十 vd 2 u. 


Iii 35 r y =J ^^ 


解 dy= 


vdu—udv 


v a 


d 2 y= 


t/ ( dixiii + txi 2 “ 一 diidi ; 一 ud 2 v) — 2x^dv(xx\u^ udv) _ v( vd z u— ud 2 v) — 2dv( vdu— udv) 

v A ^ 


【 1136 】 y=u m v >, (m 及 w 为常 数 〉. 

解 dy™mu m * 1 t/ 9 du^nu m v m ^ { dv$ 

d 2 y =m(m— l)u m ^ 2 i/du 2 十 1 (iTd 2 diidu 〉 十 mm/"— 1 f 1 dudv 

+ n(n—1) u m v m ^ :dv 2 + nu m v m ^ x A 2 v 

= u m 2 rf 2 { [m(m— 1 )t/ 2 dw 2 + 2mnuv6udv+ n(rt — \ )u 2 dx/ ] + uvimxjd 2 u + nud 2 t;) } • 

【 1137 】 y-a- (a>0). 

解 dy=G ,i lruidM f 

d z y=a u \n z a • du l +aMrw • d 2 u = a m \na(\na • dw 2 +d 2 m) (a>0). 


[1138] y=\n VV + v*. 
解 d ^= MdM+wiv 


d 2 y 


« 2 + 厂 

,(u l ^7/)(du z ^ud 2 u^dT/^vd 2 v)-2(u6u+vdv) z 

u 2 +i/y 


+ x/)iud z 





e 1 (cost —sin/) 



【1144】 y = tf \0- f (0. 

解 义醬“ 


y ^ = TWy 

f w (0 




^=- L -^=-rfub (ra) ^ 0) - 

【1145】设函数 ： v =/< oO 充分多次可微•求反函数的导数(设这些导数都存 


在） • 


解 


―士穿一去#夺-4, 

y ay y ^ ax ay y 

，• V s - 车./ 


3^ 


yy^-^y 

y 5 


X -= 


(冬，+ 3^-6/， • ~! r ) -5, • / • 上 ( y ，— 3/ 2 ) 

=—— « ■- - ■ ^ — ^ - - 


y 


10 


y 2 y u > -10 vVV + 15 v " 


罾 

y 


<> Vo ). 


求由下列隐函数给出的 ：y = >< d 的: y : 及: 

【1146】1 2 +/ = 25•在点％(3,4)的/,/及夕磨等于什么？ 



在放3,4〉点，得/= 一手， /=- g . y m =~^ 

【1147】 y 2 =2 px . 


解 / = f *，/=~ y/^-y * ( y 关 0). 

【1148】 x 2 ~ xy ^ y 2 = {. 

解对 x 求导，得 

2a ： — y—xy +2yy =0% 

/ 2x— y 

y ~ x -2 y 

将 （1) 式两端再对 ： l •求导，得 

2—2y—xy ， -\-2y l -\~2yy=0, 

将 （2) 式所得：/代人 （3) 式，得 

^ ix -2 y y m 

将 （3) 式两端对 o •求导，得 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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3/-1，+ 63^"+2”，= 0- 


(5) 



将 （2> 式及 （4) 式代人 （5) 式，得 y "= (x _^ y) , U ^2 y ). 

求乂及必. 设： 


111491 y +21 ny = x \ 
解对 i 求导，得 


再对 x 求导，得 


由 （1) 式及 （2) 式得 



111501 



/ =n ? P7)T[3(i+y)*+2y(i-y)]. 


= ae ^ ( a >0). 


解取对数得 


对 * r 求导，得 


于 


将 h 式对 r 求导.得 


2 


-^-lnC j 2 + jf 2 ) = Irui+arctan -j 





y = 73 T 



( 2 ) 


JT " 4 " V 

^_(\^ y ) U - y )-(\- y )( x ^ y )_2 xy -2 y_ 2x # j-y 一 _ 2( 〆 十: y r ) 
y ( x — y ) 2 ( jc — y ) 2 ( x — y ) 2 ix — y ) 1 


( Xt ^ O ). 


【1151】设函数 fU )^ x <： Xo 时有定义 R 二阶可 m . 应当如何选择系数〜 A 及 c •，使函数 


&二阶可微函数? 


F ( x ) = 


/ U)t 

aix—xo ) 2 +6( x — j 0 )+ c » 


• r < jr 0 ， 
J > x 0 


提示注意 F(xo-0) = F(xo+0)-F(x 0 ),^(xo) = F / . ( 办）及 i^(x 0 ~0)(x 0 +0). 
解按越设 PU ) 存在，所以， FCr ) 在点 x 。 连续，即 


也即 


lim F ( x )= lim F ( j ) = F ( x 0 ) t 

x 一 j 0 -o 卜 ， 0 +o 


lim /( j )= lim [ a(j — x 0 ) ? +6( j 一 j : 0 〉+ c ] = /(* r 0 >• 
于是， c =/ Cr 。〉 •其次，由广(尤。一0)=广(1。+0)得 

/ / ( j 0 ) = [2 u ( x — x 0 )+6] I =6， 

lf 0 

再由广 '(: r 。一0) = /^(: r 。+0> 得广( 1 。）= 2 ^ 1 ，于是,< 2 =^~厂( 0 ： 0 >. 


【1152】质点作直线运动的規律为 s = 10 + 20/—5/ 2 .求其运动的速度和加速度 .在/ = 2 的时刻，速度 
与加速度等于什么？ 

解速度。=告= 20 —10“ 七广0,而加速度加=去|=-10, u ;| l =2 --10. 

【1153】质点 M ( x ，： y ) 沿圆周 〆+：/=〆 匀速运动，运动一周的时间为7\若质点在时刻/ = 0位于点 
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Afc > U ，0), 求质点 M 的速度和加速度在 Ox 轴上的投影 z ； 和 
解设点 M 的坐标为 U ，： y )， 由于从而， 



于是，速度和加速度在 Ox 轴上的投影分别为 



【1154】在重力场中•质点 MCr ，; y ) 在竖直平面 O ^ y 内以初速度 T ；。 沿与水平面成 o 角的方向抛出.建 
立运动方程（忽略空气阻力〉并计算速度％加速度 w 的大小及运动轨迹.质点的最大上升高度和射程等于 
多少？ 

解若不考虑空气的阻力，则有 


f x = Vq fcosat 

y^^fsina-ygr 2 . 


此即运动方程.化为直角坐标方程，得 


即轨迹为一抛物线.速度 



v = x/M 十4 =y (餐) +( 努）= v / t ^ cos 2 a + ( wosinfl -/ fO r=t g 2 t 2 — 2 vogts \ na ， 

而加速度 

+ = /04-(-^) 2 ^ g . 

在大随处 ,g = 0 •此时 

vi cos 2 atana_xi sinacosa 
x _ — • 

g g 

于是，圾大上升高度为 

„ i^cosasino g x 4 sin 2 acos 2 a x 4 sin z a 

H - = ~i ~ tana "2t4cos*a* - 7 ~ = ^7~. 

上式也可从 # = 0 解出 f = 冉以 r 值代人: y 的表达式而得到.在 ® 大射程处 有：: y =0 .于是， 

a / g 

I , ana _ 2 W ^ =0 ' 

从而，最大射程为 

g 

【11 SS 】 质点的运动方程为 

x =4 sincaf — 3 coWt y =3 sirvu /+4 cosarf (w 为常数 >• 

求运动轨迹、速度与加速度的大小. 

解由于 

X 2 + y 2 =1 6 sin 2 W + 9 cos 2 arf _ 24 sinarfeoscuf + 9 sin 2 arf + 16 cos 2 W +24 sinarfcosa ；/ 

= 25 (sin 2 ca/+ cos 2 a>/) = 25. 

所以，运动轨迹为一以原点为中心 ，5 为半径的圆. 

其次，速度与加速度的大小分别为 





=\/(4 coCOSarf 十 3 wsinorf ) 2 十 （3 o > cosorf 一 4 oiSinto /) 2 =5 | a ； | ， 

=>/< 一 4 a / sina ^ + 3 w 2 cosarf ) 2 + T ~ 4 a / cosaif 一 3 a / siDwt ) 2 =5 a > 2 . 


求下列指定阶的 导数： 

【1156】 尸: r(2:r — 1)*(工+3〉 3 , 求 y …及 y <T> • 
解： y 是: T 的多项式 ，鉍高 次数为 6 次，因而， 
y S) = 1 • 2 2 • l 3 • 6!=4 • 6! = 2880, 

y 7 > =o. 


[1157] y 


=土 


•求： V ' 


解 y = —amx m X • 

y' = am{m+\)x m ^ i » 

/= — am ( m + l>(m + 2> j * " 3 = — 


am ( m + l)(m + 2) 


( x ^ O ) 


mss ] ； y = vr ， 求 y io> . 

« 广 H ■(- +)( - 1)( 一 + )( — + )(- + ) (— ¥)(_f) (- T)(-T)^ 


其中17!! 


2 ,0 j ， y ? 

•15 • 17. 


( x >0) 


【1159】 广^， 求 y 、 
解 一 1 + 1 


—x 


-( x + l ) + 


—x 


1 +x 


8 ! 


(1- x ) 4 


(1-t) 9 


( x ^ l ). 


【1160 】 y 




•求 


解3/=(1+«2：)(1 — 利用莱布尼茨公式，得 


.(100) 




(1+ X )- ipi (1 — 1厂宁+ 100 • l ^ Cl - x )- 1 ? 


197!!<399- x ) 


【1161】 

解^ 


2 ,00 (1-j) ,00 vT -： 
y = x 1 ^, 求 y 2 。》. 


U<\). 




( e 2 ") 


( e ,J 


+2 C | o ( e ^) U 8> =2 tQ e , T ( j * + 20 x +95) 


【1162】尸求 


解 


= 2 。/(士) 1 。 >=e, S (-"• ^ f ； 其中4。= 10 • 9 … ( ll - i ) 及 A ? 0 = 


【1163】 y =: rlnx , 求 > <5) . 
解 y=l + \ nx 9 — ^ 


= -^f (: >o). 


【1164】： y =$ ，求 
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解 y 


, 1-lar 


一丄 • x 2 -2x(l-\nx) 


3 —21ru: 


y = 


-•x 3 -3x 2 (3-21ru:) 


y 


-4x J (ll-6lna-) 


y 


50 一 24lrtr 


y _，= 


- 乂 -5?(50 - 24liu*) 274 _ 1201rLr 


(x>0) 


11165] : y = o ： 2 S in2i, 求 y 

解 y 50> =j 2 (sin2x) <50) +CU • 2x • (sin2x) <4f> +2C?o(3in2j) ul> 

= 2 50 j 2 sin ( 2x+ yit) +100 j • 2 4f sin(2x+yic) • 2°sin (2x+yir) 

= 2 50 ( — x 2 sin2 j:+50j-cos2x+^-^^ sin2 j ). 


IH661 v= 


求 ，. 


y/\—3x 


解 / = cosSx (~^==Y +C!(cos3x)^( y==Y +G ( ⑺山 ， (^==) # 


+ (cos3j) j 


一夢 ( 一 3) 


cos3j 


+ 3( —3sin3x) 


( 扑 ― 3 , 


(l-3x)T 


+ 3( 


(l-3x)T 

一 3Zcos O 一 3 ) ^ T +33sin3j ^br 


28 — 27(l-3i>: 


(1-3j) 
27(l-3x) 2 


111671 


(l-3x)T (1- 

尸 sirursin2jsin3j ： •求 y ( 10> . 


—sin3x (x^y). 


提示利用三角公式易得 y = T sin4x- T sin6r+ T sin2T. 

解利用三角函数和、差与其积的互化公式，将 y 化简得 


y= -r-sin4x — —sin6x+ —sin2x. 


于足， 


y ,n> =+ • 4 lc sin(4x-f--yic) j- - 6 10 sin(6j+^7t)+-j- • 2 lJ sin(2x+-^jr) 


= -2 lg sin4x+2 g • 3 ,0 sin6j-2 g sin2j. 

11168] : y = jshj ， 求 y ,00> . 

解 y ,00) =x(shx) <,00> +C!oo (shx) (W, = jshx+100chx. 
【1169】 jr = e r cosx , 求 y 4> . 

解 y =e^( COST — siar), 

y ，= e x C(cosx —sinx) + ( — sirvr—cosx)] = — 2e r sinjr， 

y m = ^ 2〆 （sinor+cosj〉 ， 

y 4 > = — 2 e’ [ ( sinx+cosx) + ( cosx — siar) ] = — 4 e J cosjt. 
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= -^ + (^_^ + M) sin2x+ (^-^ + ^ + 321nx)co S 2x. 

在下列各例中，视 *r 为 自变置 ，求指定阶的 《 分. 

【 1171 】 y=J 5 •求 d s >r. 

解 d s y=5!dx 5 = 120dr 5 . 

【 1172 】： y=_, 求 d J ：y 

解 (-|)(~|)(-|) " ^ ，= -i^7 dj3 ( " >0) - 

【 1173 】 >= 沉 032«1 ： •求 d [0 y. 

解 d ,0 y *<^ cos 2 x ) t ,0> cLr ,0 = [2 10 1cos (2 *r + 學 )+1 0 • 2 9 cos (2: r + 音 tt 厂 dr 10 

=—1024 ( xcos2x+ 5sin2x)dx 10 • 

11174] y=e1nx, 求 d 4 y. 

解 d 1 广 (e’lnjr) <n dr 4 —e’ （ lar + 士一吾 + 吾一 Jr ) dr 4 . 

【 1175 】 yscosjrchj ， 求 d‘y. 

解 d*^= (cosj*chj-) <#, dj-* =8siarshj-dj- fl . 

设 ^ 为^的充分多次可微函数.在下列各例中求指定阶的微分. 

111761 y=u 2 ,)!t d ,0 y. 

10 

解 d l0 y =d l0 (« • u)= 2 Qod^^u&u 

i-O 

=ud'°M +1 Od 9 “d “十 Y^d'ud^-f-Yvl/yd 7 ud l u-\- -fT^T i ： I d ' ud<u 

+ 10. 9.8. 7 .6^ + 10. 9.8. 7 





J ,o «-f20diid 9 ii f90d 


土 “d 8 “+10d“d 9 u [ ud 0 u 

J 8 tt+ 240d 3 ad 7 u+420d 4 wd 6 u + 252(d 









I- dud 2 u)4 - d(du 2 ) + d 3 m] = e* ( dii 3 +3dud 2 u + d 3 u) t 
+ 3du 2 d* li+dud 1 a) + d( di£ 2 du) + 3d(dud 2 m) + d* m] 
-6dii 1 d 2 «+3d 2 u 1 +4diid s ii+d 4 u). 




【 1179 】视为某个自变貴的函数，由函数 y =/( z ) 求 d 2 ： y ， cPy 及 d 、. 

解 d y =/' Cr ) dr ， 

d 2 y=f r ， (x)dx 2 +/ '(x)d 2 x ， 
d 3 y =/-( <r )dx 3 +3/ w (x)drd 2 j ： -+-/ / (a:)d 3 x, 
d*y = 尸 >(:r)d ： r ， +3/， （: 

4 - / # (x)(Lrd J x4 - f\x)d A x 

= / <,, (j ： )dj ： , +6/"(x)dr 2 d J x+4/ # (j)cLrd 3 x4-3/ AF (a:)(d z j) 2 +/ ， <x)d 4 x. 

E11801 以变 g I 和: y 的逐次微分来表示函数 : V = /( X ) 的导数/及: y ' 但不 假定工 为自变攢. 


解 y = 




y 


d ( 砮） dxd ? y - dyd 2 x 

~ dT ~~ dx 2 

d ( dXd 2 j d ~ dyd?J ) ^ 


Ar dy 

d 2 x d z y 


dr 3 
<Lr dy 
d J j d 3 y 


-3d 2 1 


da - 

6 2 x 


dS 


dx 


dr s 


【1181】 证明： 函数： y = Gcosx 十 C 2 siar , 其中 C ! 及 C : 为任意的常数，满足方程 /+： y =0. 
证 y = — Cjsinx+CjCOSJt /=- Cjcosi — C ^ sinx : — y •所以 +3^=0. 

【11821 证明： 函数： y - Gchx + C ^ K ^, 其中 C , 及二为任意的常数，满足方程/一广0. 
证 y = C \ shx+Cjchjrt y ^ C ^ chx + C ^ slir 3 ^， 所以，/一>^=0. 


【1183】 证明： 函数:其中 G 及 C : 为任意的常数4及 A 2 为常数，满足方程 

( A | + A *> y + AiA : 广 0. 


证 


V - (Ai + A 2 > y + AiA 2^ 


= C 1 A ? e> x + C 2 A } e ^- C 1 A ? e A »"- C l AiA 2 e A '"- C 2 A 5 e ^- C 2 A | A , e ^ x + C 1 A 1 Ate A » x + C 2 A , A 2 e ^=0. 
【11841 证明： 函败: y = x"[C |CO3 (lnx) + C, S iii(hu0], 其中 C, 及 C: 为任意常数， n 为常数，满足方程 

x J /+( l -2 n)xy + (l + n 2 ) y =0. 

证 y = nx " 1 [Cj cos ( lnj ) + C2sin ( lar )] + jr " 1 [ Cjcos ( lar ) — Cj sin ( lar )], 

y ， Ka x m ~ 2 {(n 2 - n— l)[Ci cos(lfir) +C ： sin(lnx)] + (2n— 1 )[C 2 cos(lnx) — Cj sin(lar)] }, 

于是， 

x 2 /+(l-2n)jy-f-(l+n 2 )y 

=x m { in 2 — n — l)[Cicos(lor)+ C 2 sin(lnj)] +(2n— l)[C 2 cos(lnx) — Ci sin(lar)] } 

+ (1 —2w)x" {n[Ci cos(lnx)4-C 2 sin(Iru:)]-+-[C2COs(Iar) —C, sinClnx)] } 

+ <l + n 2 )j ,l CCi co8(lnx) + C 2 sinClnx)] = 0. 

【1185】证明 ：函数 



+ C , sin -|) + e -^( c 3 cos -| + C 4 sin -|) 


其中及 c 为任意常数•满足方程 y 4) +>= o . 




/ = e ^(^ cosJ ： + 


C 2 

1 I 


Cl 




V 2 


三 Cl 

V 2 -T 


A + 


Cz 


42 


|cos-|-fsin-|) 


74 







十 e 


-秀 (f 




C 4 x Ci 

. -- rv\Q - - — I 


= e ^(c 2 cos-|-C I sin-|)+e ^(C 3 sin-|-C 4 cos-|). 

y° = <// = € ^ (-C, cos-| ： -C 2 sin^)+e - 方 ( 一 C 3 cos 袁 一 C‘sin^：) = — y. 

于是 . yn + yso . 

[11861 证明 ： 若函数 /( i ) 有 n 阶导数•则 [/(w + W ；^ = a -/ < - ) ( ai +6>. 

证每求一次导数，均要乘以因子 ( a ： r +6)'= a •所以 •[/( fl ： r + W ： l < " > = a "/ < ll > ( flJ :+6). 
【1187】若 / > ( i 〉= fl ()> r - + t 2 1 : r " _l + … +a ■，求 P '^ Cx ). 

解 P \ x ) = aonx n 1 +ai (ti— l)x" 2 + … +1-1 ， 

P v ( x ) = fl 0 «( n - l ) j > i ~ 2 + a ,( n - l )( n -2) x-" 3 H - , 


P (m) (x) = n\a 0 . 


•设： 


【1188】， 

提示 y= 


= ax^b 
cx + d . 

ad —be 

icx^dV 


2c(ad — bc) 
Ux ^ rd ) 1 


. 利用数学归纳法，可诂得 


-\)^ x c^ l iad-bc)n\ y _ d 一 
― Ux+dy , x - (^--,^0). 


, _q{cx^rd)—c{ax^b) _ ad — be 

m y (77 TJT 2 u 7 TJT ; 

" Zciad — bc) 


利用数学归纳法，可证得 


一 l)_-y x {ad-bc)n\ 
( cr + W 1 


< x ^- —, r ^ O ). 


取实 h ， 对于 n =2 等式成立，设对于； 1 等式成立，則对于 n +1 有 


•V = 


-( 一 IV 


{ad — bc)n\in+ \ )(cx+d) m 




(-1V 


Ux ^ dY^ xy 


一 6r)(”+l) 


即对于 n +1 等式也成立，于是得证. 


【1189 】 ：y 


xi\-xY 


解+十 


1 -x 


〜 (士广 + ( 忐 )'![ 穿七 


(: r 尹0, x ^ l ). 






y->=4--*co S (4j-hyir). 

I1202J y = xc<^&ax. 

解 y im} — j(cosaj-) < " > +” （ coMjr)°* " =a"xcos(aT+-|-^) 

=cos ( a«r+-|~7r) + mT — 1 sin ( a «r+) • 

【1203】 y=x z sinaj. 

解 y -) =a*j 2 sin(aj-*--^-iT) +2na' l jsin(fl_r+^y^ir)+” （ m 一 ” 




n(n— 1) 


sin(ax+-|-jr) — 2na* 1 j-cos(ax+-^ic). 


112041 

解 y” 


^=( x 2 +2 x + 2) e ^. 

= (-])-(x 2 4-2j4-2)e- x +2(-l)-- , (x+1)e 
= <-l) w e^[x 2 -2(«-l)x+(n-l)(fi-2)]. 


n +(- l ) K ”一 l > e - 


【1205】 ：y 


解 


y ■'自 〜 (+ 叫士 + g (一 


1) 


k n(n— 1) —(n —灰 + 1> 

^ 71 


【1206】 ：y = 

解 y —e J { cosx— siar)= 


( X + T )， 

y ， =2T e* [cos(jt+ 子）一 sin (: r+ 子 ) "1 =2T c x cos(x+^) 

利用数学归纳法可证得 =27 6^05(^+^). 

【1207】* y=e x sinj. 

提示仿 1206 題的解法 
解 y = e , (sinx-f-cosx)=2Te x sin(x+y), 
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y = 


[sin(x+|)+cos (: r+ 子 )] = 2 + e:sin (: r+ 穿 ), 


利用数学归纳法可证得 y' > = 27e^sin( J +^). 


11208] y=\n 


a^bx 
a — bx u 


提示 产 "=(&)(■—〗)+( ffe 广 


解 / = 


y = 


+ 6x a_bx’ 

(—1) •一 1 M ( n - l )! I ^( n -1)! 


( a +6 x )- 


U-bxY 


【1209】 

m y - 

【1210】 

解 


vCI 一 OX) 

: y=e*^(:r>, 其中 / >(or) 为多项式 • 

=e" [>_P(x) + C: fl •• 1 〆 （ x〉+ … + (i)]. 


< UI < Y >• 


-^(skrW+rKskr 产 , ， 

= ~[(jr4-n)(cKr-Hshx) —( — 1 )"(j— nKchj ： —skr)] 

= +{[( 1 十”）一（一 l ) - (« r - n )] du : 十[(: r + rO 十（一 1 )_( 2 ：—”）> 1 ^} 


一 1)"<文一 


求 A • 设 : 

【1211】广 


解 d-^^y^dx- = e - [x'+^ar-'-f ^ in ~ 1) ' x'~ 2 + …+ ” ！ ] d/ • 

【1212】 

解 6 "y =：V ⑷ cU . = [(士 广 liLr + n •士 (士广 "+ G (-去 )( 士广 ”+…十 士 ( lrur ) u> ] 

= (.rj)：'?![| ar - ^ ±]dx- (x>o). 

【 1213 】证明等式 ： （ 1 〉 [# sin(6x4-c)] u, =e M (a 2 + V )f S in(6T-f f+n 9 > 

及 （ 2) [e 奴 cos(6«r+c)] u> =e^ (a 2 +6 2 〉f cos(6j+ c + n<p) f 


其中 s\n<p= 


及 cos^= 




证明思路 （ l ) 注意到 

[ e 4 ^ sin (6 x 十 c)T = e ~[ asin (6 :r 十 c > 十 6 cos (6: r + c )] 


= Va z + b 2 c ^ 1 


Va 2 +6^ 


: sin (6 x + c ) + 


Va 7 ^ b 2 


: cos(6a:+c) 


(a 2 +6 2 ) 了 e 虹 sin(6x+c+9) 


其中 sin © 


cos<p= 


Va 2j tb 2 r vV+fr 2 
同法求得 [fsinMjr + dTsCy + y ) 音产 sinOx + c + Z ^〉， 利用數学归纳法，命題即可获证. 
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(2) 仿 （ 1> 的 征法 . 

证 （ 1 ) [e^ sin(6x+c)] ，= e^ [flsin(6j ： 十 c) 十 6cos(6:r+c)] 


=^/a 2 +6 2 — “ —sin(bx-hc) + — rr~ ■: -.cosC^j+c) I 

vV+P vV +6 2 - 

■ 

= y / a 1 sin (6 x + c +9?) » 

a • [e^ sMbx+c)T=(a z +# ) 吾 sin(6:r + f+2 穸)， 


： cos(6x+c) 


其中— = ^及 


Va 2 ^ b 2 


利用数学归纳法可证得 


[e^sinWi+c 〉] ⑷ ~(a 2 +6 2 )T e^sinCftx+i 


(2 ) 同理可证 


[e^cosCAx + c)] 1 ^ = (a 2 +6 2 )f cos(bxA-c^rup). 

【 1214 】求 y> ，设： 

(1) y = chaxcosbx ； (2) y=chaTSinhxi (3) y=sbaxcosbx; (4) y=shaj-sin6j. 
提示注意 char 及 slwx 的定义 ，并利用 1213 题 （ 2) 的结果 • 


解 ⑴ jr-f 


cos6x + 


T c 


cosbxf 


利用 1213 题 （ 2) 的结果，得 


y’ 》 =—(a 7 +6 2 ) 子 [e 从 cos(frj+n 9 ) 十 e-ucos(6ar + nic— np>] 


•y (a ? +6 2 )7 I [cos(6j ： +-|~n)cos(n9 — 学 ) —sin(6x+ n)sin( rup 一 - ) 


+ e ^ 


[ cos (^ r +*|~7 r ) cos ( n ，—"|" ic )+ sin (^ r +^-» r ) sin (； i 9)—^" jr )]} 


= (a 2 4-6 2 )7 I ^ ―— cos(6j-r yk)cos(« 95—-y^) 


e“ — 


-— sin(ftjr-f-y7t)sin(/i^—yw) } 


=(a z +6 2 )T [cos(/i9>—~|-x)cha*rcos(^r+-^7r) _ sin(;i9—^~jr)shaj：sin (6 x+-^-jt )] 


N 样方法可 求得： 


(2) y {m) = (a 2 +6 2 )7 [cos(”93 一 - ^-7r )chaj-sin(ftx+-^-r ) +sin (” 史一 - ^-7r)shaxcos(6j ： 4--~7r) J 


(3) y (m> = (a z )7 ^sinn^hajrsin(6 j:- f-ir) + cosn^shaxcos(6x4-ir) J • 


<4) y im) = (a 2 + 6 2 )? [^ —sinri 9 X ： haxcos( 6 x+-yir) +cos« 95 shaxsin( 6 x+-^-ir) J t 


其中 


~ , , » cosy =-~ ； T ;_—_7 . 

vv+6 2 y^rv 


【 1215 】将函数 /(x 〉 = S in^r, 其 中户为 正整数，化为三角多 项式： 


/(x)= 2 ^ cos2^Xt 


以求 / ( _ 》 U). 

提示令 / = cosx+i sinx. 


解设 r=cos«r + i siar , 則 


sin 〜 一 


= 其中 i 为 / 的共轭复数.于是 


m 



(5«n^x) < - > = ^*? 2 C|,(-1V(2 户一 2*”cos[(2 广 2幻1+专*] 

=(-l)^ +4 2--^ +l (p-ife)-C5 # cos[(2/>-2ife)x+y7r]. 

* —0 

【 1216 】设 ：（ 1> /Cx) = sin^ +, x ； (2) /Cx)=cos^x ； (3) /(a:)=cos 2 广 1 
其中 /» 为正整数•求 /°°( ： r). 

提示仿 1215 超的 解法 . 

解（ 1 >设 ^ = cosx+i siar ， 则 siar= •^r(f — , 所以， 


sin 2 ” 


(2i) 2 , 


2 cw … (-w 


. 2^1 

= ^ 2 i 〉 2 »+i 2 C5^*1 l)*[cos(2/)+1 —24)j ： 4-i sin(2/>+1 — 2 ^)j:] 


2 (_1) ， + 砉 2- 2 ， C^Msin(2p 十 1-2 々 ）l 


所以 


r- , (x)= 2 ( - \y^ k C ^, ^^=^sin[ iZp +1 - 20x+ -f-ic] 


类似 1215 题 及本题 （ 1) 的方法，可 求得： 


/ ( - , (x) = (cos^) t ' , = 2 2"-:’ +1 (户一 WC}，cos[(2 广 2*>1+音*] 


(3) /* > (x) = (cos 2 ^ , x) < - , = 2 

卜0 

112171利用恒等式 


(2p+\-2k) 


- C 5” iCOs [(2/»+ l —2々)： r + jn ]. 




证明： 


(一 1广/|! 
(1 十: T:) 屮 


sin[(n+ Darccotr]. 


提示将复数 or + i 及 o — i 化成下列形式： 

x 4- i >™ r ( c 05^4 -i sin ^). 


sin^?) f 


证将 a 败 


i 化成下列 形式： 

x+i = r(cos^+i sin^). 


-i=r(cos^—i sin^). 


其中 r= (1 +j 2 )T t ^=arccotx. 


于是， 


(?^)" = 士[(士 i 广一 (土疒] = 士[^^^ _ &^ 


2 i ^ + ?；^ CCx + i )--( x - i )- 


(一 l)Vi 

2 KPTTV 


{f Icosh + l) 沒 +i sin(;i+l〉 沒] —〆♦】[cos(n+l) 沒 一i sin(n+l)]^} 


(^ 2 r* +l sin(r» + l)^= ^ sin[(w+l)arccotj] t 
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所以 ， (；rVr T 》 = (^l;^i sin [(” +1)arccoLr] - 


【1218】求函数 /(: r )= arctan2 ： 的 n 阶导数 • 


提示注意广(工）= 7"1^•并利用1217題的钵果, 


解•利用1217题的结果，得 


<J)= (一! 雜 1)! — ]= ( ~ c ^ n? 1)!sin {na， 


士） ( j ^ O ). 


求产 （0) •设: 


⑽】 ⑴ /(:) = ( 卜丄 +W C 2" U > = 



解⑴ / ⑺ =+( 士+占). 


于是， + 所以 ，/•»(()) = ¥ [( — 1广+2_”]. 


(2) fu )=- yr ^ + 




于是， 


< x ) 


<2 n 3)!! 




(2n-l)M 


( l - x )^ 




" J (i -？) r 

若以添加 f 标“ 0” 表示在 x=0 时的导数值，则得 

^ = / # (0) = 1, y ；=/"(0)=0, 

并且有 

< i - j *)/- jy = o . 

对上式应用莱布尼茨公式，得 

(卜 ？ 〉y •”> 一 2 nxy {m+ ,, - n ( n - l > y > - a：y •*" 
在上式中，令 JT=0, 則有 

yi mi - 2) - nCn - Dy },^ - nyl mi =0, 即 y ^ +i) = 

由于/=0,故 


= ” W > 


又由于义=1,故 


(0)=0 (々 = 0,1,2, …〉, 



提示 （ 1) 先证 （1 一 J 2 )y 〃一： r>^ + m 2 y = 0, 再对上式应用菜布尼茨公式 • （ 2) 同 U>. 


解 （ Dy ^/' Cr ): 


m 


vi- 


sin(marcsiax) t 


y 


•cos(marcsinor) — 


mx 


(1 


sin(marcsinj). 


于是， 

^=/ ， (0)=0, yo=/"(0) = -m 2 , 

并且有 

(\-x 2 )y-xy^m 2 y=0. 

对上式应用莱布尼茨公式，得 

(1 _ x 2 ) y^»_2^y^ ,, -n(n-i)y , -xy +n -ny- , +m 2 y > =o. 

令1 = 0,即得 


y^ 2) + (m 2 -n z )yi m} =0. 

由于/=0,故:(▲，1,2广.〉 ； 又由于/«—爪 1 ，故 

yi n) - 产（ 0>■— [>*-(2*—2)*lyr*-{-I>i , — (2*-2>*]><-[V-(2*-4)*]}W 4 》 


= (-l>* M [m 2 _(2ife-2):][V-(2A-4)Xm 2 -2 2 〉/ 
= (-l) A w 2 (m 2 -2 2 )•••[m ^ -(2ife-2) , ] 1,2, …）. 


( 2 ) 





于是 , 


并且有 


3 ^=/’ （ 0 ) = m ， y_ 0 = 广 (0) = 0, 


(l-x 2 )/-xy + m 2 y=O f 

这与本烛 （ l ) 所得的方程足一样的，因而也有与 （ l ) 同样的 结果： 

由于 <=0,故:(务=1,2广.）,又由于/=；71，故 

^ ,, =/ <2 ^ ,, (0) = -[m 2 -(2«-l) 2 ]y5 M " ,> =- = (~l) 4 m(m 2 -l 2 )...[m 2 -(2/t-l) 1 ] 

U«l,2, …〉 • 


【 1222 】 （ l)/(i) = (arctaar) 2 * (2)/(x) = (arcsiar) 1 . 

提示 （ 2) 先证 （1 一 x 2 )/、^) 一： r〆 （ : r) 一 2 = 0, 再 对上式应用莱布尼茨 公式. 

解 （ 1) 仍以下标带 “0” 者表示在 x-0 时的导 数值， 应用茱布尼茨公式及 1220 题 （ 2) 的结果，即得 

f u ^ l} (0) = (arctaar • arctaor)f " = 0 U = 1 ， 2, • 


及 


ik 

f U) (0) ^ (arctano:arctanx)o 2>> = C u (arctanj)i° (arctanx)^' #> 

• •o 

1 

= 2 GrYarctaruO^+nUnrtaruOp-h-i 》 
i—O 

h 

= Yj m - " 你川 ― WU 2 卜 2 卜 2)! 

• -0 




(2k) \ 


ti (2*+1>! (2 卜 2i-l)! 


(20!C2it-2i-2)! 
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川 g 盼驅 — 2 ,_ 1 

=( 一 1)* 叫 (2*)! 容[去 (^ y +2 ife - L — i )] 

= ( -1广丨2 ( 2卜… g 2 (卜 ^ 

= (-l)*- , 2(2 々 -l)!(l + + + j + M + ^ r y) (々 = 1,2, …). 

(2) /’ m =. , 2 。 arcsinj ： 或 y /\ — x 2 /’（_ r ) = 2 arcsinx ， 

yr ?/^( x )- =- 7 ^=, 

v / i - j * yi - x 2 

( l - x 2 )/ ， r ( x )- x / / ( j -)-2 = 0. 

(1 - x 1 U )-2 nxf 9 * l> ( x ) - n (> i -1 )/"> ( x )( x ) - n /"* ( x ) =0. 

在上式中令 x = 0, 即得 

广 ”》（0 卜 fi l 广》 （0)=0. 

由于/ '(0)=0 •故 

严 "（0>=0 (*=1,2, …〉, 

又由于 / 〃 (0>_2 ，故 

/ M > (0) = (24-2)*(2 ik -4) , -2 , / # C 0)-2 < tt - |, [( ife - l)!] t (々=1,2, …）. 

【 I 223 】设 /(： r ) = (： r - fl )>(: r 〉 ，其中函数 9 U ) 在点 a 的邻区内冇（”一 1 ) 阶的连续导数，求 ( cO . 
提示由菜 年尼茨 公式求 得广- n (: r 〉， 再由导教定义即易得广 °( a >. 

解由茱布尼茨公式，得 

/ < -- ,, ( jr ) = ( x - fl>V , ’（ i > + C : N ”( jr - flV - V < --”（ 1 r > + m + C ：：：; n (”一 lh "3( J ：- a > V (： r ) 

+ n ! ( x — a )9?(- r ). 

于是， /"•”（<!) =0. 

按导数定义，即得 

… x—a 

= lim [( x - a)^> u n < x )+ C ：., n ( j ：- fl )-- | 9j u "* > ( x ) + -+ C ：：5 n ( H - l )-3( x - fl ) ? > / ( x ) 

+ ”! 卩 (j)] 

= n]<p(a). 

【12241证明 ：函数 

x u s\n — , f 

/(: 叫 x 

0 , x=0 

(”为正 整数〉 ，于点 x =0 有一直到 n 阶的导数，而无 （ n + l ) 阶导数. 

证由莱布尼 茨公式，当 x ^ O 时得 

/•> ( x )=( x a - sin - j ) < " > = 2 aCx 2 ")*— > ( sin W ’ • 

首先指出，有 

( sin - j ) = 2 [ a*x *** 5111 (-~ + y)j + (- j ~ 2 )* sin (^- + y ) ( jt ^ O ), 


对上式两边再求导，得 

即 

应用莱布尼茨公式.得 
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其中〜 是某些常数.现用数学归纳法予以证明： 

当1=1时•命题显然成立； 

设当 ,= N 时，命题成立，要证命题对 *== iV + l 时也成立•事实上，有 

(sin 士广 、緊 办 [ x - (… sin (士 + 穿)] ' + [(-’ 2 )、 in (士 + 宇)] ' 

= 2 a 4 [-CN + ^)x-^ +, ^ > sin(^ + ^)+x-^ l (-x- 2 )sin(^ + ^n)] 

+ [ N (-， 2 n 3 ) sin (++ 学 )+ ( -， 2 产 , —(+ + 与\)] 

= " s * … Msin (士 + 宇)] + ( 一/:广、_(士+ 

I 

其中&是一些适当的常数.于是，命题对于一切正整数均成立- 
因而，我们有 

巧 ^ 777严 •[ E (士 + 守 )+ ( -一 Vsin (士 + 夸)] 

i =»0 * M ^\ 

( x ^ O ). 

于是， 

f mi (x)»(-l)"x lu -’sin (士 + 甲 ） +0( U| 2< - - M, ) (x—0) (m=l ， 2, …， ”>• (O 

由于 

/'((^“n/^^^lirr/^^limxWsin 丄 = 0, 

x —0 J x —0 X x -0 X 

故由 （ o 式，得知 

广 (0> = 化 = [一: r 2 •- , sin ( + + j )+0( M 2 --”] =0. 

一 K 推下去.得 

广⑹ « lim [(- l )"- | J s » n(y + ( ^ - ^ )+0( l . r | 2 )]=0. 

但 /^ 1, (0) = lirn^ <，> j ( - ) = lirn [^^sm(~4-y )+0(1)], 

在 : r = 0 近旁， ^^ S in ( + + 〒) 无界且振荡•故 

l i i?[ L: r 2 ： sin (i' + f ) +0<1) ] 

不存在，因而/ • h ' O ) 不 存在. 证毕. 

【1225】证明 ：函数 / U > = j e 7 ’ J ^ 0, 在 • r =0 处是无穷次可微的.作出此函数的图像. 

【0, x =0 

证当#0时，下面我们指出，对于任何正整数；2,均有 

广 ’ (x) = e (x^O), 

其中/\(0是关于/的多项式.现用数学归纳法证 明之： 

当 n = l 时，命题显然 成立； 

设当 n ^ k 时命题成立，即⑴是关于'的某多项式.要证命题对于” = 々+1 
时也成立.亊实上，有 

广 , ⑺ = [ j p *( + ) T = 長 e h (士) + e _ 〜( 士） •（-+) 
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=3{ 2 (+) 3 M+)-(+) 2 P: ( 士 ) 卜士)， 


其中巧+ , ( Z ) 是关于/的另一多项式. 

于是，命题对于一切正整 数”均成立. 

现在，证明函数 /( Z ) 在 ^=0 处是无穷次可微的 • 首先，注意到 


广（0)= 


= lim - — = 0, 


其中敁未一式的极限求法珂参看65 4 题（2>•仍用此法，设/°°(0) = 0 
则可证明 / w »(0>=0 .事实上，有 

广 +,>( 。 )= 巧 广⑴：广⑻ ■(士 


= { } Ui { P： (士) e 女} =0 , 



( P ： = w ⑺也是 r 的多项 式）. 

由数学归纳法可知，对于一切正整数”均成立，即函数 /( T ) 在 
阶导数为零.图俅如图 2. 37所示 • 


图 2.37 


0处无穷次可微.且其各 


11226] 证 明：切 比當夫多項式 T m ( x ) = ^ MCOsCmarccosx ) (m = 0, 

(\— x 2 ) T / m ( j ：) — xT / m ( x )^ m 2 r 飼 （ j ) =0. 


(/« = ( M ，2, …） 满足方程 



【1227】 证明： 勒让德多項式 — 1)"] ⑷ （ m =0, l ，2, …〉 满 足方程 


(1—- r z ) Pl ( x ) —2 xPl ,( j , )-4- m ( m 4- l ) P «,( T ) =0. 

提示 令 夕 =(0： 2 — 1广，可得 — 并利用菜布尼茨公式. 

证设: y =(?- l > •，就有 

y - ZmhP - l )-- 1 或 （ j ： 1 一 
对上式两端各取 （ m + l > 阶导数，按莱布尼茨公式，即得 

(x 2 - 1 )y- 2> +2<m+ 1> ： | ：： / 鋼 + ” l)y- 1 - 2m J y^ n + 2m(m+l) • 

于是，（: r 1 - 1 ) y < m ^ 2 i - h 2 xy (m ^ n 一 m ( m + l ) y ，=0. 

两端再以？ ir 乘之 ，并以 尸代入，即得所要证明的等式 

( l - x i ) K ( jr )-2 xP / m U )- hm ( m + l ) P m ( x )=0. 

【1228】切 比雪夫一拉盖尔多項 式定义如下： 

L m ( ar ) = e x U m e - n lm) (m = 0， l ,2，一）. 

求多项式 LmCr ) 的显式表达式. 

证明满足方程 xL ^( x )- h ( l — x ) L / m ( x )^ mL m ( jr ) = 0. 

提示 令 : y = x "* e 〃， 可得 xy + ix - m ') y =0. 并利用莱布尼茨公式. 

解按莱布尼茨公式，有 

L D1 (j ： )=eM(-l 〉，： r"e-，+ (-l)-- , Ci t 7w:r < -- 1 e-! + m + (-l)C ： - 1 m!xe” + m!e^} 
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=(—I>"x- + ( 一 l)■ _l C ： im:r-* 1 +… + ( — l)C ： _ 1 m!r+m! 

=(一 l )-0 W < r I "- , +- + (- l )-- 1 m 2 ( m - l >! r +(- l )" m !] 

其次，设: y ^ r ^ e - i , 就有 

< y / = mx -- , e ~ x - x " e " x , 

于是， 

x >» r + ( x — m ) y =0. 

在上述等式两端各取 （ m +1) 阶导数，按莱布尼茨公式，即得 

x y ^2,_ f ( m +1) y -^ i +( x _ m ) y -^ i > + ( m 4- l ) y " > =0 

或 

"■”> + ( 】 +1) 产 》 +(m +i > y -> = o . 

再设，则由上式可得 

xz 十 （1+ < r ) z / +( m + 1)2 = 0. 

由于 — ek •故 

Ll,(x) = c x («+z / ). L: (or) = e’ （ r +2〆 + z v ) • 

于是 * 

+ { x ( z +2 z '+ z ") + ( l _: r )( r + z ') + ; n2 } 

=e* {xz^+Cx+Dz^Cm-fl)*}. 

将 （1) 式代人 （2〉 式，即证得 

xLl ( a :) + ( l — x ) Ll ( j ) + m /- - t ( x ) =0. 

【1229】设: y =/ U ) 及 M = f (_ r ), 其中 /(: r ) 及为 ti 阶可微函数•证明， 


0= 2 

其中系数 A * U)a = 0, l ， …， n > 与函数 /(«) 无关. 

证由于故命联当 "-1 时 成立. 

设当 n = m 时命越成立，即有 g 人（1>/ 4> («0，要证命題对于《 =功+ 1时也成立.亊实上，有 

= £ S 人⑴广 》(“>= S (“) +ACr) 产 ” (“VCr” 


- 2 B “ or ) 尸》“)， 

其中.玖（：> =八:<1), B , U )^< pix ) A^ x ( a :)+ A ； ( x ) U = 2,3, … ， m ), ft —, ( jt ) = ( 1 )史’（ 1 ) , 它们均与 
/ u ) 无关. 

于是，由数学归纳法得知 ， g = t 对于一切正整数 n 均成立. 

【1230】证明 ： 对于复合函数？=/(/)的„阶导数，成立公式 


g ^(2 x ) V -( x 2 ) + =^^(2 x )-- 
提示利用教学归纳法. 


(j0 + f! (” —1) 一 ( q ：^2 )(n — 3) ( 2j 〉- 4/< ”- 2>(j2 〉+ .". 


证当 n =】 时公式成立，亊实上， 

设当 n = m 时公式成立，要证公式对 n = m + l 时也成立.事实上，有 


a «(&) 


= 2m(2x) m 
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m(m 一 1) 

~ n ~ 


(2xV 


(x 2 ) 


m(m—l)(m —2) Cm —3) 


2! 


(2 x )^ 


2 ! 


2(m-4)(2x) m ^ s f 9 


U 2 


= (2x)"-> / 膚 ” 》 （ x 2 ) + [2m+ m - (? 尸 n ](2:)_ 叫广 > <x 2 ) 

I [ 2m(m—I)(m 一 2) 丨 m(w—l)(m —2)(m~3) j (2j ； ) .-3 尸 _-|,(^2〉+ … 


= (2«r)_ 


n ( j 2 ) + — —(2 j )^ 1 f m} ( x 2 ) 


1! 


(;w+l)m(m — l)(yw — 2) 
~2] 




这正是公式对于 /i = m + l 时的情形.于是，由败学归纳法得知，公式对于一切正整数《均成立 
【1231】切比官夫一埃尔米特多項式定义 如下： 


= ( — i ) W x )(_> • 

求多项式的显式表达式 . 

证明： Cr) 满足方程 Hi (J0 — 2xH ： (j) + 2m H m (x)=0. 

解 设 : y=e 〜 2 ,则有 

y = (-2x)e " 2 =(-l)'(2x) , e-^ • 
/=e-^[(-2x) 2 -2] = [(-l)*(2j) l -2]c- x *. 
一般地 ，5 J 用败学0纳法证明 


= 0 丄 2,…） • 


y 〜 [〈一 i)_(2x>"+ (- lv 


- 1 ) 


(2 W : 


于是，得 






1 ! . 2 ! 

又 y -\- 2 xy = 0 . 

对上式两端各取 （m + l > 阶导数，按莱布尼茨公式.即得 

y «*2, +2 x y ^„ +2( m +1) y ., M0 

再设 z = y _ 、上式就是 

r "+2 jrz ’ + 2( m + l ) z =0. ( 1 ) 

由 //• Cz > = (-1)- 〆 ：， 得 

H ：( jr ) = (- l )- e xJ (2 x 2+2), 

从而有 

Hi (x) -2xH ： (x) + 2mH w (x)= ( — 1 〉 -〆{ (4*r l + 2) z + 4_rz' + ， 一 4x 2 2 — 2xz' + 2;^ > 

=( 一 1” 〆 {/+2* rz ’ + 2 (m + I > r }. (2) 

将 （1> 式代人 （2) 式，即证得 HKd - ZorWLU ) 十 2 mf ^( i >=0. 

(― 1 ) ■•丄 


【1232】 证明 等式： 




证当 n = l 时，由于 （ e +/=-+ e +, 故等式成立 • 

设当 n^k 时等式成立，即有，要证等式对„=々+ 1时也成立.亊实上，有 
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于是，由数学归纳法得知对于一切正 整数” 均成立. 

【1233】设去 =/) 表示微分算子 ,/( D >= f ； /»* U ) D * 为微分符号的多项式，其中 p *( x ) U = 0,1, 
…， n ) 为; r 的某连续函数.证 明： 

/( D ) U u u ( x )}= e ^/( D + A )«( x ). 

其中 A 为常数. 

证按莱布尼茨公式，有 

D *{ e u a ( jr )}=[ e A / u ( x )] u, - ^ G ( c 1 * Or > 2 GA ' u ^ Cx ). 

•=0 1-0 

另-•方曲•冇 

( DH - A ) 4 «( x )= 2 CU ' D ( ^° u ( x )= 2 CUW n ⑴. 

— 0 imo 

因而，得 

D *{ e ^ M ( x )} = e ^( D + A )* u ( x ). 

于是 • 

/(D){e^tt(j)}= ^ p t (x)D^{e kM uU))=e ix / >*(j:)(D+A)*m( j-) = e ir /(D+A)u(x) , 

蠢■❶ A-0 

即 /( D ){ e ^ tt ( x )} = c ^/( D + A ) u ( x ). 

【1234】证 明：若 在方程 g 山？ 0 = 0中令1 = 6其中 f 为自变黹，此方程化为 

w 

2 D ( D —1) —(0—^+1 )^=Of 

*=o 

其中 


证 明思路 记8=£,則有 


D ： y= ^ — 砮 • 莹 =6 办或 Sy=e- l Dy. 

从而，对于符号 D 及办有 关系： <5= e iD . 继績求得 

S 2 y = S(Sy) = e~ , D(Sy) = e~ , D[e~ , Dy^e~ l l — e^Dy^e^ , D 2 y'] = e- t, D(D-l)y, 
利用教学归纳法可证得 

S 1 ^ y = e- M DW-l)-(D-k-hl)y. UeN) 

从而，命题易获诅. 

证记则有 

°y = ^ m 室=6’办或 $y=e^ , Dy. 

从而，对于符号 D 及5有关系 


继续求得 


8=^ D . 



^ ： y=e _, D[e- , D ： y] = ei[ — e _ ’D_y + e _ ’D ? ： y] = e—*’D(D—l 〉： y ， 

一般地，可用数学归纳法证得 

^ y ^ e -^ D (. D - l '> — ( D - k -\- l ) y . (1) 

事实上 ，设公式 （1) 对 k = m 时成立 •則有 

次 m+1> y = 占 ( 皮 m> y) = e - ’D[e 〜 D( D— 1 ) … （ D — 7W+ 1 )_y] 

e_* [ — me _ _ D(D 一 1 ) … (D—m +1 )_y+e 时 D 2 (D 一 1 ) … (D 一 w +1 ) 夕 ] 

= e-<—"*D(D 一 1 )•••[£>— (m + l> 十 l] ： y, 

即公式 （1> 对于々 = m + l 时也成立.于是，公式 （1) 对于一切正整数均成立- 
于是， 

2] a*x* 2 a k x k 8 tk) y= ^ - e-**£)(D- 1 ) … (£)—*+l> ： y =。， 

it 雜 0 k^O k^O 

n 

即 a k D ( D -\)^( D - k ^ l ) y ^ O . 


§ 6. 罗尔定理、拉格朗日定理和柯西定理 

1°罗尔定理若函数/(2：> : (1>在闭区间 [ fl .6] 上有定义并且是连 续的！ （2> 在此 区间内 有有限的导数 
/ # ( x >“3)/( fl >=/( 幻，则在区间 U 4) 内至少存在一个数 C , 使 

/，( f > = 0. 

2°拉格朗日定理若函数 /(: r >:( l ) 在闭 K 间0,«上有定义并且是连续的；（2)在区间 U ,6) 内有有限 
的导败 /' Cr ), 则 

/( A )-/( a )«(6- a )/ / ( c ), 其中 a < c<b 

(有限坩故公式）. 

3°柯西定理若函数 /( x > 及 WarMl ) 在闭区间 0,6] 上有定义并且是连续的：（2)在 （ a ，6) 内 /( T ) 及 

尽 (* r > 有有限的导数 /' Cr 〉 及 〆 (: r >,(3〉 当 + 

nb )- na ) _ f \ c ) 
g ( d ) — g ( a ) g ( c ) ’ 

其中 a < c < b . 

【1235】检验罗尔定理对于函数 

/(x) = (x-1)(j-2)(x-3) 

的正确性. 

提示除了检验 /( x ) 满足罗尔定理的条件外，还必须检验使/ '(0 = 0 中的 c 的存在性，这样，才算完 
成了检验的目的. 

解（1>函数 /( r ) 在 [1,2] 及 [2,3] 上连续 ； 

(2) /' U > 在 （1,2) 及 （2,3) 上处处 存在； 

(3) /(1) = /(2)=0及 /(2> = /(3) = 0. 

由罗尔定理•应该有 l < c ,<2, 2< c ,<3 存在•使 /'( c ,)=0, f f ( c 2 )^ 0 . 下面•我们验证确有这种 
Cl » Cz 存在.易知 

/’ U )= ( < r —2)( j —3) + (_ r — l )( j —3) + (: r — l )( < r -2) = 3 i 2 — 12 jt + 1 1. 

令 /'( x ) = 0 解之，得 x =2 士 f ，故 5 J 取 


= 2 -各 ^=2 + Y l 
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显然 ]< c ,<2, 2< o <3 f 且 /’（ c ,) = 0, f \ c 2 )=0. 

【1236】函数 

当及: r 2 = l 时为零，但是当 一 时 ，/"(: r >#0 •说明与罗尔定理表面上的矛盾. 

2 ^ 


提示原因是/\0：> = 


0处不存在，不满足罗尔定攻的第二个 条件. 因此，当_1<文<1 


时，可以有 


解 


' u ) = - 


3^7 


，它在[一 1,1] 上恒不为零，表面上看是与罗尔定理矛盾的.实际上不然，原因是 


'(• r ) 在 x = 0 处不存在，不满足罗尔定理的 第二个 条件，故当一 1< x <1 时，可以有 /'( x ) 关 0. 
【1237】设函数 / Cr 〉 在有限的或无穷的区间 （ fl ,6) 中的任意一点有有限的导数/'(1>，且 

lim /( x )= lim fix ). 

j •♦籲十 0 

证明： /'(0=0,其中 c 为区间 （ fl ,6〉 中的某点 • 

证 明思路 当 < a ，6> 为有限区间时，可令 

a ： e ( a , b ), 

I A , j = a 与 6. 

其中 A = !im /( j )= lim /( j ). 

0 x，* 一 0 

然后对 FGH 吏用罗尔定理.当 U ,6) 为无穷 a 间时， 


F ( x ) 


(1>若 a = — oo ,6— + 00 ,可令 x = ian / (一 jCrCj ) ，对复合 A 数 = 内仿 

前讨论. 

(2) 若 a 为有限教 ，6=+ oo , 則可取 6 0 > max ( fl ，0), 令 •对足 = 在内 

仿前讨论. 

(3〉当 fl =- oo ,6 为有限數，类似地讨论. 

证当 （ a ,6) 为有限区间时，设 

//( j )# j 6 ( a »6), 

Fkx )=( 

l At : r=fl 与 6 

其中 A = lim f ( x )= lim fix ). 

-r *••4^0 0 

显然 F ( j :) 在 [ fl . A ] 上连续•在内可导•且有 F(d = F (6) •故由罗尔定理可知，在 （ a ,6> 内至少存在 
一点 。使 F f ( c )^0. 而在内，所以，广 （ c >=0. 

下设（“， 6) 为无穷区间•若 <2 = —00,6=+00,可设 

x=tam (-y<f<y). 


则对由函数 / U ) 与 1=130/组成的复合函数只 Ws / GanO 在有限区间 (_ H ) 内仿前讨论可知 ：至少 

存在一点( — 号，号），使 

g ， ( to ) = f f M • sec 1 6=0， 

其中 c = tan / 0 . 由于就£^。式0.故 /' Cr ) = 0. 

若 a 为有限数 ，6=+ oo 则 5 J 取 6 o > max { a ,0> ，而令 

ibo^aU 
bo-t - 

于是，对复合函数在有限区间心為）上仿前讨论，可知：存在 f ce(a ， 6 。）® 
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其中 •祕 ^< c < + oo . 由于^^ >0 ,故 /^( C )=0. 

对于 a =- co ,6 为有限数的悄形，可类似地进行讨论.证毕. 

【1238】设函数 /(: rh (】） 在闭区间 O 。，:^] 上有定义且有（”一】）阶的连续导数/“ _ ”（1>:(2> 在区间 
(: r 0 ,;> 内有” 阶导数 /°° Cr > t (3> 下面的等式成立： 

/(1 0 )=/(々）=… = /( J _) (工 0 010-<丄两>. 

证明： 在区间 u 。， A ) 内至少存在一点6,使 / <-, ( e )= o . 

提示累次应用罗尔定理. 

证在每一个闭区问 

[ x 0 . Xi].[xi • x 2 ] t — ,[ x *- i ， X 4]， …，0«-| tX .] 

上，函数 /( oO 满足罗尔定理的条件.因此，存在 ri 个点 

x\ .^1 f ••• ，* ri ，••• . J -1, 

其中 o ：；! 6 ( J*-i •■!：*) (走 ™ 1 ，2,…， ；!> •使 

(灸=1，2,… ,”)• 

于是，在每个区间 … ，n — 1) 上，函数 _ T ( x ) 满足罗尔定理的条件.因此存在点: r ：： M 
于 ( jri , j ：“ i ) 1，2,… •” 一 1>，使 

/^(xl )=*0 (走=1，2•… 

继续上述步骤，经 u — 1) 次后，得出一个区间 [ xr ' yuc (: r 。，') •满足 
于足在此区间上，函数/ • _ l (： r ) 满足罗尔定理的条件.所以，至少存在一点托 （ xr 1 ,^ 1 ) •使 /°°(p = o . 

【1239】设函数 /( or ), ⑴在闭区间 0,6] 上有定义且有（/ » + «/) 阶的连续导数 (2) 在区间 
( a ,6> 内有 （/>+«? 十1>阶的导数 /<〜”(：>• (3>下面的等式成立： 

/⑷■/'(«) — •••»/*’》 (<!)■()• fib) = / '(6) = — = / (,) (6)=0. 

证明：在此种悄形下 

尸 〜 , 》 （ c >=0, 

其中 f 为区间内的某点. 

证若 P = q . 

在 0,6] 上 /(■!：) 满足罗尔定理的条件•因此，至少存在一点: ri ”€ U ,6), 使 /' Cri ”）= 0; 

对于区间 [ nf ] 及 Ofj ] •函数 /'< t ) 在其上满足罗尔定理的条件，因此，至少分别存在 
使 

广 O = o , / … 

继续 t 述步骤•经过/>次后，得出（/ >+2) 个点•:』使 

f^(a) = f (x； M ) = /^> (6) = 0 ( 是 =1 ， 2 广 .，/>), 

由此 （ P +2) 个点组成 （ p + l ) 个区间，仿1238 ® 对于它们東复使用罗尔定理/>次，即可得出点 c 諷于 
( a , 6)，使 

/(， +,+ l 》（ c )=0. 

若不失一般性，设 g =/>+* U 为某正整数）. 

当进行 （ P +1) 次后，对于函数 /^ U ) = 0 而言，在内有 （ p 十 1) 个点：6,各，…，& + ,,满足 

/《” 1 》（厶 ）=0 (务=1,2•…，/>+1>, 

再加上条件 / w ” （幻=/心 2》 （6> =…=/^>(6)=0,重复对此再应用罗尔定理々次，則在 （ a ，6) 内仍 
然存在 （/ >+1>个 点:# ，玫>，…，，使 

/ <”*，》(# )=0 0 = 1 , 2 ,… • /»+ 1 ). 

以后，每进行一次，减少一个点，进行 A 次后，即可得出 c €( a ，6), 使 
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/ ( MH rn ( c )=0, 即 /(， + c n ( c ) = 0. 

证毕. 

【1240】 证明： 若具实系数 d*a = 0, l , …， n > 的多项式 

P ,( x ) = a 0 J "+ flix " 丨+… +«!■ ( flo ^ O ) 

之一切根为实数，则其逐次的导数 P :(* r ), P ：( x )," sW ” Cr ) 也仅有实根. 

证根据假设，此处”次多项式 P ,(： r ) 有” 个实根.记其诸实根为幻，町，…，《/，并且必是 t 重根 
1(1=1 ，2,…， /) •有走,+々 2 +…+々,=/!.于是，可改写 PAX 、 为 

P„Cx)=a 0 (x—ai )*> ix—at )* 2 —(x-a/)*< 

显见 a . 为 P :(* r ) 的 k .-\ 重根“=1,2•… •/) .由 P .( fli > = P _( a2 〉= … (: r > 可微，据罗尔定 
理，存在 …， 6叫，而 6€ U ，《 ，十,>•使 P ：(6〉=0( i = a .2,.",/-1> •于是，有 


P '， Cr ) 的根 

H … ，矣卜\ 


Ot 

••• 

at 

«数 

单、根 

是 ，一 1 

走 2 — 1 

• •• 

k ,-\ 


即 n -1 次多项式尸:（文）的根恰有 a 1 — i >+ u l — i ) + … + a , —1) + (/—1)=4,+込+…+怂一】—】 
个，这就是说•一个 n 次多项式•若 n 个根均为实根的话.则其导数 n — 1次多项式的 71 - 1 个根也必全为实 
根.反复运用这一结果.由 P ； ■(: r ) 的 n — 1个根皆为实根•便可推知 〆 :（•!：>的 n -2 个根也均为实根.如此下 
去，即知关于 P . Cr 〉 的一切低阶导数 一 寅至 P — n (* r 〉 也仅有实根 • 

【12411 证明： 勒让徳多项式 

的一切根都是实数且包含于区间（一 1,1) 中. 

证 ® 然，2” 次多项式 a -(* r ) = (： r 2 - l )- = (: r + l )- (: r — 1 >■仅有实根 （一 1是” fi 根 • 1也 是”® 根）. 
因此，根据1240独的结果知 = + 仅有实根•且都含于 [-1,1] 中.但显然一1和1都不 

是 AQ ) 的根 （ W 为，例如，一1是 QJx ) 的 n «：根，故 一 I 是 £^ Q ^(_ r ) 的单根，因不是£^ 1<?( 了）的 

根)•因此 . P - U 〉 的根全部位于（一 1,1〉中.证毕. 

【1242】证明 ：切比 雪夫一拉盖尔多项式 L .( x ) = e ^ £;;( x * e 〜） 所有的根都是正数. 

证令 Q (: r ) = ^ e - S 易知 

+ M(n 一 1 )•••(/! 一 m + 1 鱗 ] (in* 5 1•… 

显然 Q < " , (0)=0 (m = 0, l ， …，”一 1•为方便计，以下记0。>(0：〉= <3(工)），但…⑹ 一 n !#0 •又 

lim Q < - , ( x ) = 0 (m = 0 ,l • 

♦勿 

对函数 Q (* r ) 和区间 （0，+ oo > 应用1237题•知存在 f ” e (0, + oo 〉 使 Q / ( e <l, ) = 0. 再对函数 Q '( jr ) 和区间 
(0^")及（#", + 00>应用 1237 @，知存在片 > €(04”），6 2 ，€(6°》，+00)使 

(右 2> ) = 0 <«=1,2). 

这样继续下去，反复应用1237题”次，知存在使 

Q < - , ( g - , )=0 («=1，2,…， n ). 

显然 U (& m, )=0 (/=1，2 •…， n ) •故 g "»( i = l ,2,“、 n > 都是 U (: r ) 的根•但由于 

L B (:) = e ， Q u > ( x > = (- l )" r * + (- l 〉- W - 1 + — + (- l > Cr 1 ”! x + n ! 

是 x 的；！次多项式，故 L “ ar ) 恰有/!个根（实的或复的），因此 L B (: r ) 的全部根.证毕. 

【1243】 证明： 切比雪夫一埃尔米特多项式 《■(：!：> = ( — l »* 2 £ i ( e 〜 Z ) 所有的根都是 实数. 
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证设显然有 

Q ， (or) = - 2xe-^ 2 , ^U) = 2〆 <V^r+1) (V^— 1 ) ， 

从而得知 Q ， ( J ) = 0 有一个实根，<?'(1)=0有两个相异的实根. 

设有4个相异实根，并记成 m < a 2 0*< ff *， 注意到是 e ^ 与一个々次多项式的乘 
积，从而就有 

Q a, (x) = Ae - ^ 2 <j —ci )(j —a 2 > — (x —a*) t 
其中 A ^ O 为某个常数.下面我们将证0^*^(00 = 0有 ife +1 个相异 实根. 事实上，由 

Q t4, (a,)=Q { * > U 十 】〉 （: •= 1 .2 ，…, 卜】 ） 

应用罗尔定理得知，存在戽6 («, ^.*i ) •使 

W " (爲 ）=0 (1 = 1, 2,…，卜 1). 

又由于 lim Or > = 0及 < o ! >，0,利用1237埋的结果，故知存在戽6 ( _~ • a 山使 u (供 ） = 0. 
同法可知•存在 A €( a *，+°°) •使 Q ^^ A ^ o . 

丁是, QW >(* r )=0 冇是+ 1个实根.故由数学归纳法知 •QW (^)=0 有《个相异实根 （71= 1,2,…），从 
而，仏 U ) 有 n 个相异实根.但是由于 H ,(: r ) 足 a : 的一个 n 次多项式 ，故仏 （ x ) 恰有 n 个根（实的或复的）. 
因此， H «( aO 所冇的根都是实数.证申. 


【1244】 在曲线上菜点的切线•平行于连接点 A ( —丨，一1)及点 B (2,8) 所成的弦，求出此点. 


提示设所求的点为（•1'。，妁），由題设可得30：? = |^|^ = 


解由题设知 y = x 3 在所氺点(办，为）的切线斜率应为 丁是, 

•TO = - 1 • 或 X 0 = lf 

故所求的点为 A ( — ]，一丨>及 C(l,l). 


【1245】 若 M <0 •有限增锿公式对于函败 /( x ) = >^ 在闭区间 U , A ] 上是否正确？ 



提示不正确 . 否則会产生矛盾 . 

解不正确.事实上，如果冇限增铤公式在此成立 ，则有 

fib)- /(a) =/ '( ⑽ 一 a) , 托 (a.6), 


1 1 1 ,, , a-b 

m (卜 fl 〉 = " p ~. 

但是+ — + = g •所以 _ = 即有 #= a ^<0 •这样产生矛盾.因此•冇限增 fi 公式对于函数 /(^) = - i - 

在 [ a ,6]( a A <0> 上不 正确. 原因是 /' (: r 〉 在 x = 0 处不存在，故有限增堡:公式的条件不 满足. 

【1246】 设： 


(1) /< x )= ax 2 +6 x+c ( a ^ O ); (2) /( j )= j 3 * ； (3) /( j ) = ~ ； (4) /( j ) = e ". 

求满足 / Cx - f ^- r ) —/( j ) =^if '( x + fi ^ x ) (0<沒<1)的函数 d = dix * Ajr '). 

解（丨）/'(1> = 2盯+6.于是，有 

a ( j + A - r ) 2 +6(* r + Ar)+f — aj 2 —6: r — c = d * r [2 a (« r + 必 j :>+6]. 

化简之 * 得沒 =+. 

<2) / ， ( x ) = 3 x 2 . 于是，有 

( j +^ x ) j - x 3 =3 Ax ( j +^ Ar ) 2 . 

如果1=0,则;如果关0,化简整理得 
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从而有 


3 铲 Ar+6ftr-(3:r+Ar) = 0, 


土 V : 2 + xAx + t ( Ax ) 2 —x 
0= - . 

其中正负号的取法由： r 及 Ar 的符号及条件 0 <々 C1 决定•例如，当 x >0, Ar 〉0 时，根式前应取正号, 


(3) / / ( x ) = -4- 于是，有 


x+Ax 


( x + 沒 Ar ) 2 • 


化简之，得 


& 1 i ^ i ) 2 2 xdA ^~ xAx = 0 % 或 ^ ^ = 0, 


^^(士々 / 1 十 ’一1).此处取正负号《视确保托 （ 0,1 ) 而定，且应有訾>一1 (- r ^ O ). 


(4) f \ x )^ e \ 于是，有 


— e ，, ^=^ln • 


可以验证 i ? e ( o , i ). 

【1247】 证明：若: r >0, 则 


y/l+ \ —^/x = 


丁 1 V-T - . t 

2 y^TeGJ 

其中 +<沒(1)<+•并且 ji : i ^(: r ) = + , lim ^( x ) = y ， 

证当时•对函数施用有限增 M 公式，即得 


v ^ r+l —， 


2 Vx^O(x) ’ 


解之，得 


泛 U ) = + 十+ Cv ^ rU + l ) - x ]. 


当 x = 0 时，沒•当 j >0 时，有 


v / xCr+TT —. 


<r(x+l)+x 


<r x 


于是， 


+咖 )<+++=+， 


且有 




2[ yx ( x + n + x ] 


3-. 


【1248】 设 /( x ) = 


, 0«1, 


Kx <+ oo m 


在闭区间 [0,2] 上对于函数 / Gr ) 求有限增量公式中的中间值 c . 

r - x , o < x < i ， 

解 /(0) = + , /(2)= + , / / ( x ) = ^ ! 

2 2 -- L t l<x< + t 





按题设有 


y-y = -^2-0) 或 y —| = -^(2-0) 

所以，■或 c =# (一不适合），此即所求的中间值。 

【1249】 设 /( I ) 一 /( O ) = x /'[ e ( o :)]， 其中 0< eu )< i . 

证 明：若 

fxsin ( Injr ) , x >0, 

/(x) = 

l 0, x = 0 f 

则函数 e = e ( x ) 在任息小的区间 （0, e ) 内 U >0) 是不连续的. 

提示用反证法即可获证. 

证用反证法.假定在某区间 （0, e ) 内连续 （ e >0) .由于当1>0时. 

/ # ( x ) — sindnj ：) + cos ( liur ) =^sin ( Inx ). 
故由 / U > — /(0) = V [^ i >] 得 

arsinClor) =xy?sin 

从而， 

sin ( lnx ) =^ sin (+ ln ^( x ) ) « 0< ar < + o °. 
现取一个充分大的正整数 N , 使 


由 0<((« r)<j 知 lim 《( j :〉- 1 。， 从而， 


因此，可取 o <$< i ■，使 




lim ln ^( x )= — oo . 




由于 h ^(* r ) 在 [«5, j ] 上连续，根据中间值定理，必有 + ) 存在，使 

In ^( x 0 ) = -2 Nir +-5 L - 

4 

于是， lSsinUarohV ^ sin (子+ 1喊(0：。）)=#,这是不可能的•证 毕. 

【1250】设函数 / U ) 在区间 U ,6) 内有连续的导数 /'( I ). 对于区间 U ,6) 内任何一点可否从此区间 
中指出另外的两点： r , 及 x 2 , 使得 

/(x,)-/(x,) =//(e) (X1<$<J2)? 

J ：7 X\ 

提示研究*数 /( x >=/( —10<1),它对于专=0就找不到所需的 X , 及： c 2 . 

解 一般 地说,不可以.例如，研究函数 

/(x) = x 3 (-l<x<l), 

它对于^=0就找不到所霱的：!•，和 X :，使得 

如) =/，“)• 

^2 — 之1 

亊实上而当4<0<々时， 

/(々>一/(工1) . 




zrz^ = x i+ x ix 2 +x?=xi+x? — I x x I I x z I>x|+x{—2|xi I I x 2 


12 — 



=(I x , I — I x 2 I ) z >0. 

【1251】证明下列不 等式： 

(1) I siitz—siny \ ^ | x~y | ; 

(2) py p ^ 1 y'><J： p - y p {jc- y')'" (0<y<x,/>>l) 

(3) I arctana —arctanftj < I fl 一 6 I ; 


(4) 


a 一 


- <ln 孕 •<9, 设 0<6<fl. 


证 (1) I situ—siny I = | (x~>)cos^| < | x—y \ (《在 ：r，y 之间）. 
(2)工，一^二/>(:-;^，- , ，其中0<^<$<了.由于/>〉1，所以，：/— 1 <6^ 1 <? _1 . 
于是， py -1 Cr — : y></-y CAT” 1 (*r 一: y). 

* ) 原題的不等式中的等号可以去掉 • 

-b 


(3) I arctana —arctanfe | = 


i + e 2 


< I a —6| • 


⑷ 其中 0< b <^< a . T&^<lnf<^. 


及何以不真？ 


0, 


【1252】说明在闭区间[一 1,1] 上柯西定理对于函数 /( x > 

提示注意当 1 = 0时， [/'( jOT + C / CjOTsO . 

解 / Cr ) 及 gCr ) 在[一 1,1] 上虽有连续的导数•且尽（一 1>关容（1),但是•当 1 = 

[/ '( x )] 2 + [ g / ( x )] 1 =4 x *+9 x 4 =0, 

因此，对 于函数 /( JO 及 > r (* r ) 不满足柯西定理的条件，所以结论可以不真.取实上， 

/⑴一 /( 一 1) 
g ⑴一茗（一 1〉 

ifrt 

^^0, ^6(-1.1). 6矣0， 

它们是不相等的. 

【1253】设函数 /(•!•) 在闭区间上可微，并 I ! m :>0, 证明： 

Ji xi 


0时， 




Jl 一尤2 


/( xi ) /( x ,) 


/(0一6广（6)， 


其中: ri<$0 2 . 

证明思路令 F ( x ) 


/( 工） 


，注意由于 X | I 2 >0, 故 x ^ O 在[ X ,，: r z ] 之外. 对于 F (: r ) 和 


应 用柯西 定理. 

证设 客 (1>= 士，/^) = ¥ ，由于 < 2^>0, 故工 = 0 在!>,,々]之外•从而 ，其 (I) 和 FU) 均在 
Oua ] 上可微，且有 

一/(1〉]”关0及 g ( x ,)^^( x 2 ). 

因此，对于函数 FO :) 和 g ( x ) 满足柯西定理的条件，故在(々，: r 2 ) 内至少存在一点 专•使有 

/ Uz ) /( J .) w >-/( g ) 

F ( x 2 )- FCx ,)_ F ；(6) Hn x 2 x , _ f 
g ( x 2)— g ( Xi ) 〆(冬）’ 


即 


^2 Xl 


7 


化简整理，即得 


^1 

/( X !> /( X 2 ) 


=/( e )- e / / < e >. 


112541 证明： 若函数 /( j :) 在有限的区间 （a, 幻内可微，但无界，则其导数 / f (x) 在区间 （〜 M 内也无 
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界.逆定理不真（举出例子）. 


提示用反证法及拉格朗日定理.其逆不真，例如 (0< x < y ). 

证在开区间内，由于导数存在，因此, /( x ) 在 < a ，6) 内连续 • 

现在假定 |/'( x ) |<N ( a < Cr <6)， 即/'( X 〉是有界的.取定 4), 則按有限增毋公式可知，对任 
何 fl <: r <6, 均有 

| /( x ) — /( c ) | = | x ~ c \ | < NCb ~ a ). 

其中$在 c 与 x 之间，从而 

因为丨 /( x )-/( c ) |^| /( x ) | - | /( c ) | ，所以，丨 /< x ) | < | /( c ) | 4- N (6- a ). 此与 /(了）是无界的条 
件相矛盾，所以 /'(•!■) 是无界的. 

反之不一定正确.例如.函数 /( x )= S in + 在 (0,+ ) 内有界，但其导败却是无界的. 

注意在无限区间内无界的函数的导数可能有界.例如，函数/(工）=111工在 （ l ,+ oo ) 内无界，但其导数 
/'(■ r > = +在（1，+ 00 > 内却是有界的 • 

【12 SS 1 证明：若函数 /(■!：> 在有限或无穷的区间 （ a ,6) 内有有界的导数 /'( x > •则 /( r > 在中一致 
连续. 

提示利用拉格朗日定琛. 

证设当 •!■€ ( fl ,6) 时，丨 / '( I 〉 丨 < M . 对于任给的 e >0, 取衣=点.则当： T , ,1: € (^)且丨1, - X 2 I <S 
时，就有 

I /( ji )-/ cx2 ) | = | j , -xi 1 1 广 ( e ) I < m | j , - j 2 I < c . ( e 在 a 与 之间〉， 

于是， /(■!■) 在 ( Cl ，6) 内一致连续. 

【1256】 证明： 若函数 /( t ) 在无穷的区间 （ x e , + oo ) 内可微，且 

lim /’ Cr )=0， 则 

即：当 X — + CO 时，/(0：> = 0(：1*). 

证由于 lim 故对任给的《〉0,存在1〉0,使当之〉乂，时•恒有 

| / # (:> | <y. 

今在（ X , ,+ oo > 内任取一点 a ，则当时，由有限增谩公式可得 

I /( j )~/( a ) | = \ x-a I \ f \0 I <y | x-a |. 

由于 

所以, 


\/Cx)j<l/(a)\-hf\x-al. 
再取，使則当 x >X 2 时，恒有 

/( 工) ^ I /(a) I I c \x—a 1 I /(a) 丨 丨 e 
所以 ，lim ~ = 0 ，即： 当 0^+00 时 § /(x)=o(x). 


f + f = € - 


r 一 + 匆 X 


证由条件 lim ^^ = 0 易得对于任意常数 ^2> Xo ，均有 


于是，对于 €» =丄， = max { n ，: r 。+ 1}( ti =1，2, …〉， 总存在 b m 〉 u n ，使 

it 

I ，( c 〉 卜. 

由拉格朗日定理知，存在 A : 〜 < x , <6,，使得 

/'( A ) 』 6 ;:::，) - BP I /'(：0 I Ce - (« = 1,2, …〉. 

从而， lim l/'CxJ I =0. 由于 • r ,> a ,> nAlimj： li = + oo . 由此可知 lim \ f \ jc ) | =0. 

•- + « r^-4-oo 

I 1258 J (1) 证明： 若函败 /( x )：( I )在闭区间[>。，；0上有定义并且是连续的 “ j | ) 在区间（心，；0内 

有有限的导数 /'( xhdjj ) 存在有限或无穷的极限 

lim / ， ( x ) = / / ( x 0 +0 ) f 

則相应地存在有限或无穷的单侧导数/ # ★(: T 。〉 且 


farctan x ^ i \ 

(2) 证明 ：函数 /( x ) = j an ： an i ^’ X ’存在有限的极限& /' U ), 但是函数 /( z > 没有单侧的 

I Of ” ， 

导数广-⑴及/二 （1). 

给出这个事实的几何解释. 

证 （1) 由有限增 廬公式 ，有 


/(jQ 十厶 一 /( J 0 ) 
Ax 


^( xo + fldx ) 


(0<沒<1), 


当 Ar —+0 时， j 0 + 沒 Ar — x 。+0. 

由假设条件知 lim 尸 （ jto + Ds /^ oto + O ), 所以有 

/( x 0 + Ax )—/( x 0 ) 


lim 




'( Xo +0), 


即 /^( j - o )=/ / U o +0 )t 
(2) 当: r 关〗时， 


7 ( x ) 


(S ) 2 


1 + 


-j 十 1 +j 
(1- x ) 2 


于是， 


但是， 


lirn /\ x ) = lim TT7 = T 


Um ，⑴一 /(〜 lim 


arctan 


一 1 


l + x 


及 lim / (J) ~/ (1) = l im —— ^ = 

r 一 1 + 0 X _ I x—1 + 0 X 一 1 

所以 / t ( i ) 及 r + u ) 皆不存在. 

：y = /( o :) 的图像如图 2. 38 所示 • 

当: r—1-0 时，/⑺― "I •，当 x-M+O 时 ./ ⑺ 


T - 


l + x 2 - 



即为/( X )的第一类不连续点，即在 X =1 处/( X 〉产生突跃，所以 /( X )在 X =1 处无 导数. 
112591 证明： 若当 a < j ：<6 时，广 (1) = 0, 则当 a < Cr <6 时， /(: r ) = 常数. 

提示在 （ a ，6> 内取一定点： r 0 , 当 a < x<b 时，利用拉格朗日定理及題设条件，命题易获证. 

证 在 （ a ,6) 内取一定点: T C ，則当 a < Cr <6 时，按有限增發公式对得 
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/(x)~/( j 0 ) = / ， <c)(j —Xo) t 

其中 r 在 A 与 _r 之间•由于 /'( c ) = 0 •故 /( 1 )-/ 0 :。）= 0 , 即 /(: r ) = / Cr 0 ) = 常数. 

【1260】证明：导数为常数 f \ x')=k 的唯一函数 / U ) ( — ooO < + c «> 是线性函数 f { i ) = kx -\~ b . 
证明思路注意到 [/( J ：> — = 是= 0,利用1259趙的结果，命題易 获任. 

证 [/( z ) — 々了]、/、）一 々=々一々= 0,于是，利用1259题的结果，即知 

f (. x )- kx=^b 幼为常数 >• 

故 / Cr ) 必为线性 函数： /( x 〉=& + 6. 证毕. 

【1261】 若 / w (: r 〉= 0, 则函数 /( d 有什么性质？ 

解由 / u > (: r ) = 0, 于是， / u - u ( jr ) = c(c 为常数）•再由1260题的结果得知 

/ ( -- 2> ( j )= cj + A . 


假设 


并令 


< P ( x ) 


f ,k> (: r > =a 0 ~r a ， j+fl 2 ? + ••• +a 羼一卜 ,j" 


( or ) — ( a 。 jt + 十…十 


則有 * Cr >«/ M > ( x )-( ao 十 a , Jr + … + a .-*-, x - *~ , ) = 0 . 

由 1259 独知 《 JH ： r ) = 6。， 并记 (2。= 仏，叫 =〜-" 则有 

/ u ' n ( x ) = bo 十 b t i +6, j :* + … +6”* X ' *. 

依数学归纳法便有 

/< x ) = c 0 + C | jt + cjx 1 + •••+ C.-J j * 1 • 

它是 m — 1 次多项式，其中 0,(：, 是任意 常数. 

【 12621 证明： 满足方程：/=幻 （A = 常数）的唯一闲数： y =： y (： r ) ( —《>< 1 < + ° o 〉 足指 数函数 y = 
CV *, 其中 C 为任意常数. 

证明思路注意到 (yc ^ )' = > c - u = Ayc -^ 一 = 0,利用1259题的蛄果，命題易 获证. 

证（外士）’ = ：/6-从一06 4 *=义外々一义外-处》0，于是，外-。=€ ( C 为 常数〉 ，即 y = Ce ^. 

【1263】检验函数 

/(x) = arctan ^, ^( x ) = arctaru : 


在区间： U ) ao :< l 及 （2) a ^>\ 内有相同的导数. 
推出这些函数间的关系. 

解当《0：<1或 az > l 时， 



'( x ) = 




l~gj + a ( x + fl ) _ 1 , { 、_^1 

~ (1- ax )* IT ?, g ( x ) ~ TT 7 9 


故有 / f ( x ) = g ( x ) ( a : r<l 或 ax > l ). 因此， 

当 ax<l 时， / U )- gU ) = Q , 

当 a : r>l 时， / U )~ g ( x )= C Jt 
下面确定常数 C , 与 C 2 .& a ：>0 ( a <0 情形可类似地讨 论). 

在 （1) 中令 广 ► — 00 , 得一 arctan 丄 + + = C | ，故 = arctanfl . 因此, 

a l 


arctan ^_ arctanj=arctana 


( ax < l ). 


在 （2) 中令 


得一 arctan 丄—爷 = C 2 ，故 Q =* 


j+a 


— arctaru ^ 


一 x . 因此， 

( ax > l ). 


( 1 ) 

( 2 ) 



【1264】证明下列恒 等式： 


(1) 2arctaar 十 arcsin 


lx 


1 + . 


= 7 ： sgrir, 当 I :r I 


(2) 3arccosj — arccos(3jr— 4 j 3 ) = 7 r . 当 | 

证 u > 当 kl>i 时•由于 


2arctaar + arcsin 


2 x 


1+ x 2 




V - 


2(l+y)-4j 2 ^ 

(1+ x 2 ) 2 =0 , 


(1+ x 2 ) 2 



下面确定常数 G 与 C 2 . 令: r=yi •代人前一式•得 C ', =7 W 令 * r = 一 >/ J , 代人后一式，得 c 2 
从而，当1时，有 

2 j _ 卜， J >1 • 

】 Ti 2 — i - n , x <- i . 


而当 


=1时，上式仍然 成立. 于是，当 k |> i 时，有 


2arclaar+arcsin 


2 x 


(2) 当 | x |< + 时，由于 


[3arccosj-—arccosC 3 j—4j 3 )] /= — 




(3- 


= 0 


故有 


3arcc05Lr — arccos(3x — 4 j 3 )°^C ( — J 〈了 ） • 


K 中 C 为常数.令 i = 0, 代人上式，即可求出 C = n . 于 


3arccosx — arccos(3x— 4 j 3 ) = ir ( — 2 "<j< —). 


T 


由 T 上式 左端的 函数在左连续，在又=一+右连续，分别取级限即知上式当 i = f 和 — f 时也 
成立.于是， 

3arccosj —arccos(3x — 4 j j ) = n (| jr| 

【1265】 证明： 若函数 / U ) (1) 在闭区间 0,6] 上是连 续的； （2) 在此区间内有有限的导数 /'( i ); 
(3) 不是线性函数，则在区间 （ a ,6) 内至少能找到一点 r . 使得 

1/^)|> 


b—a 


给出这个琪实的几何解释. 


证当 


•<6 时，设 


F(x) = /(x)-/( Q )-^ ( ^l{ (Q) (x-a). 


易知 F («) = F <6>=0, 且当时， 异 0 (因为/( I )为非线性 函数〉 .设在 

0,不妨设 F ( c , )>0,在 K 间与0, ,6] 上分别应用拉格朗 H 定理，可知存在名€ U.o ) 使 

C\ —a Cl —a 

存在备 6 < c , ,6), 使 

F ' ( c > - FW _ K ( Cl ) — F ( n ) 


>0； 


b —< 


b—ci 


< 0 . 
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因而， 






( 1 ) 

(2) 


由此可知： 

当时，由⑴, 

当 /(^ ( ■^ <0 时 ，由 ⑵ ， ir ⑹ l 〉| Z ^^|. 



于是，命 M 得证. 

这个事实的几何意义是：对 T 一条非直线的连续曲线段（线段上每点都存在不垂直于 0 ^轴的切 线）， 
在曲线上至少存在一点 C ， 使曲线在该点的切线斜率的绝对值大于连接该线段两个端点（“， /(«)> 和 
(6，/(6>)的弦的斜率的绝对值，换句话说，此切线比此弦“陡” ，如围 2. 39所示 • 

【1266】证明：若函数/( 1 ):( 1 >在区间[>， 6 ]上有二阶导数广 Cr )» (2) f ， ( a ) = f ， ( b )=0, 

则在区间 （ a , A ) 内至少存在一点 c , 使得 | f \ c ) | > (b -^ a y I /( 幻一 /(“） 1 • 

证设 A 是 0,6] 中任意固定的-点，两次应用柯西定理、即得 

/(• r > = /< j 0 ) 十/ '( joXj ^ Jo ) + Xo ) 2 f v ($) » (1> 

其中芒在: r 。 与 i 之间（即 Xo § e $ x ),: r 为 [«，6] 中任意点.特别，在⑴式中取 x c = “，1 = 并利用已知 
条件 /'( C 4>=0 •則有 

/( 中)：⑷， 

其中 q 满足 • 

同理，在 （1) 式中取1。= 6, x = + , 并利用已知条 件/穴6) = 0, 则讲 

/( 爭 + ⑹， 

其中 c 2 满足 f < c 2 <6. 于是， 

|/ W -/ ⑷ |<|/(6)-/(宁)| + |/(爭)-/(叫=生子^< |/"( q )| + |/" ⑹ (2〉 

取 c 如下:若丨广 ( c ,) I 彡丨/ # ( c ,> I •則令 c = c , ; 若 |/"( q ) 丨< I 广 ( o ) I ,则令 f = c 2 . 于是， a < c <6 且 



仅考虑 x > x 0 (- r < Xo 时珂类似地讨论）.令 


F(j)=/(t)—[/( x 0 ) + / "(XoKx—Xo)] G(t) = (x—J o ) 2 • 
那么有 F ( xo ) = 0( xo )= O . F , (^)=/ / ( x )-/ # < xo ) (记为 Fi ( x ))^ G f ( j ) = 2( j - To ) (记为 
并艮广（办）=^(办>=0,(即 但当 x ^ xo , G ，（ z > 关 0 •面 


应用柯西定理，得 


f ^(« r ) = rU > = /， U ), G ；( x ) = G "( j ) = 2. 

F(x)_ F(x) -FUo)_ F[(c)_Fi(c)-Fi(z 0 )_Fj(e) _/"(f) 
G(x) G(x) —G( j-q) G f (c) G\ (r) —Gi (xo> G\ ($) 2 


此处托 （ o ： o , c ) •而 <(韌， 1 >,从而知 ( xo ^ x ). 因此，有 F ( i ) = + G ( j )/"(0 也即有公式 


f(jr) = f(j：o ) + / / (xo)(x _ a ： o) + -^-Cx~Xo ) 2 /^($). 

其中 JToCPCx (以后即将宥到，这就是所谓的泰勒公式，这里就顺便给出了一个关于二阶的泰勒公式的另一种推 
论方法）. 
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\ r ( c )\= m a x { |/"( o 〉|，|/"( c ,)| }• 由此，根据 （2)， 即得 

|/(6) 一 / ⑷丨 / # < c )|. 从而， | f a M | >^y I /W 一/⑺ I • 

【1267】汽车从某点开始行驶，于/秒内走完了路程，所经过的距离为 5 •证 明：汽 车运动的加速度的绝 
对值在某瞬间不小 于#. 

提示利用1266題 的结果 • 

解利用1266题的结果即可得证.此时 s =/(/>, /(/)-/(0) = s , 1 - 0 = 1 . 

故 a = g ,的绝对值 


§7. 增函数与减函数.不等式 

1°增函数与减函数若 

当 a < x , <々 时， /( x ：)>/( x ,) 

[或当时 ，/(: r ,)</ U ,〉：)， 则称函数/(文）为闭区间 [ fl , 幻上的 增凾數（或减凾数）. 

若可微函数 /(* r ) 是闭区间 0,6] 上的增函数 （或减函数） ，则 

当61<_1：<6时， f \ x )^0 

[或当 时, /'( jtXO ]. 

2 ° 函数递增（或递威）的充分条件若函败/(^)在闭区间上是连续的 ：并且 在其内有正的（或负 
的〉 导败 r ) ，则函数 /( x ) 在 0, A ] 内递增（或递 《>. 

求下列函数的严格单调（堆或减） 区间： 


【1268】 y = 2 - hx - x 2 . 

解 /=1 一 2二当一 oo <_ r <~| •时，:/>0,函败递增丨当 +<： r < + oo 时，:/<0,函数 递减. 


【1269】 y ^ 3 x - x 3 . 

解 y = 3-3 x 2 =3( l - x )( H - j -). 

当一 oocic—i 时， y<o. 函数递减丨当 一 i < cr < i 时. y>o, 函数递堉；当 i<j：<+oo 时， y<o, 

函数递减. 

⑴70】 


解 


y = 


2( l - x )( l + x ) 

(14- x 2 ) 2 


当一 ooo <— i 时， y <0, 函数递减，当一 i < cr < i 时， y >0 f 函数递增；当 i < x <+ oo 时， y <0, 

函数递减. 


【1271】 


: V - 




+ 100 


U^O). 


解 


. -J+100 

27?( r +100) 2 


•当 oocioo 时， y 〉0, 函数递增 ，当 100< i<+oo 时， y <0, 函数递减. 


【1272】 y = x + sinx . 

解 y = l + COSJ ： X ) •当 一 oo <： c < + oo 时，函数递增. 
【1273】： y =:+ | sin 2 j |. 

解 / =1+2 」黑: 丨 cos2j (I 关夸；务= 0•士 1•士2,… >• 
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当& ( f ， _+|)时， y > o , 函数递增； 

当 xe ( y +号 ， y+f ) 时，/<0,函败递*，其中炎=0•士 1，士2 •…. 


【 1274 】 y=cos —. 



当 2kn< ^ < (2k + 1>« 及一（ 2 务 + 2 〉兀 < 士 < — (2 备 +1) 冗， 即当 (^^ ， ^ 及 3 ^ 


(一丄，一^^)时，： y '> 0 , 函数递增（々 =1 ， 2 ,… ）* 

同理，当 及 乂(一 时< 0 ,函数递减（走=1,2,“.）. 

【 1275 】 y=^. 

^ /_ 2j —-r 2 ln2 

解 > =―— • 

当一 oo < j ：< o 及 j ^< x <+ oo 时， y < o , 函数递 减丨当 00 <& 时， y > 0t 函数递增. 

11276] y=x' t c- M (n>0, x^O). 

解 y = x - l e - x ( n - jr ). 

当 * rG (0, n > 时，/>0.函数递增，当: r € (”，+ ~)时，/<0.函数递减. 

【 1277 】 y = x 2 -lnx*. 

解 y 2(j-l)(x-M) 

当一 oooc—i 及 o < i<i 时， y < o , 函数递 
当一 l <* r <0 及 1 < j :< + oo 时，/ >0. 的败递增. 


【 1278 】 fix) 


sinlor) 


0 , 


x>0. 



解 / '( j )=>^-|^+ sinlnx + coslru :=^-|^4->/2 sin (-^- + lnj -) Cj >0). 

令 / ，⑺麵。 •得 S in(lfLr+ 子)= -夸. 解上述方程得 T = e ~^ u \ x = e -心 


或 x = e ^* 4 ' 24w , x = e ^ , * ? *' U = 0, 士 1，士 2, …）. 

当 o ： e ( e “ P 2 “，/' U )：>0, 函数递增； 

当 are ( e ^〜， 斤+〜） 时， /'( i )<0, 函数递减. 

【 1279 】 证明 ：圆的 内接正71边形的周长 />., 当边的数目 n 增加时 
增加，而此圆的外切正 n 边形的周长此时則减小.利用这点来证明， 
当 / I — oo 时， a 及 h 有相同的极限. 

证如图 2. 40所示，我们有 

p„ — 2nx=2nasina=2nasin —, 



P 9 =2ny=2nai&na = 2natan 


图 2. 40 
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考虑 f ( x ) = ^. s \ nK ^. 易证当 ：(: r >0) 很小时有 〆 ( 1 )< 0 ,从而，当：变小时 /(： r ) 递增. 所以，/>，/(七) 

当”增加时，/增加.同样，令 g (: r> = ^tan7TJ ：， 利用: r<tan_r (当： r 很小时，: r >0>， 可证得 g '(* r )>0, 情形相 

反，当 ： r 变小时， gU ) 递减，故尸当”增加 时减小 •总之，有 〜</ Vm 及代 + ,<尸"，并且显然有 
Pn 4 -l ^ Pii+l . 于是， 

故 { Pj 是有界减数列， {/>.} 是有界增数列，从而，它们的极限都存在，但 

j tan — sin — v 

lim (尸•一 />• 〉 = Iim 2 Tra ( - — — -- ) = O f 

m^oc y It If J 


故有1丨01/>胃= lim/v 

W -^ OC # 

【12801证明 ：函数 (1 + ^：)’ 在区间（一 oo , — 丨） 及 (0,+ oo ) 内 递增. 

证设 y=(l++) , =e ，'. <, ….则 y=(l+ 士 ) ’[ln(l + 士 ) _ + ]. 

由于当，一 im ,( l 十士 V >0 ，W 此要看:/为正或为负，只滿看 ln ( 】 十士) 一 +的正负性. 

再设(丨+士）一击•则 

*’ = -7 H ^ >0 ， ^一，- 1 )， 

故当一 oo < j <-1 时 z 递增•又 = 因而 r >0. 于是•在（一~•一 1 ) 内：/>0,因此，函数 ( 1+ + ) 
在区间 （一 oo , — l > 内递埘. 


同理可证，闲数(1 + +厂在区间⑼+⑹内 递增. 


【1281】证明丨有理整闲数 P (* r ) = a 。 +〜工+… + n _ ( n > l ， a m ^ 0 ) 是 K 间 （一 00 •—尤。 ） 及 （: r 0 
>) 上的严格单调函数，其中 * r 。 为充分大的 正数. 

证由于 


P'A^^ai +2fl 2 i+ …+ 如騰 j_ 


( w — Da ..； 


lim 


( n — l ) a ^ 


卜 … + ^7 J=0” 


+ … + 


斧) 


故存在了。>0,使当|了|>办时， 

…+ 到 〈— I . 

由此可知，当一 oo < X <-0：。 或 A < X<+oo 时 P : U > 均保持定号 （例如 ，若 〜>(), 则当 X fl < X<+oo 时 
广„( > 1')>0)，故/\(0")是区间（一00，一1。〉及（ 11 ;。，+00>上的严格单调函数.证毕. 

【12821证 明：有 理函数 

^ (X) + m ^ n ^ a H b m ^0) 

是区间（一 oo ，一 文一及彳了^+如^上的严格单调函数，**々为充分大的正数 • 

证我们有 

R，(x) = (^, {[a, +〜 2 之+ …+ ][〜+6. J + -- h ^ x "] 
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— + 2 b t j + ••• + mb m x m 1 } 


{ ( a \ b 0 — a 0 b \ )十2(幻6。 — aobi ) x + 


(6 0 +6 1 * r + w +6_« r" f 
+ [(« —ot + Da^^-j — (n —wi—l)a_-+ a m " J } 

(n 一 m + 1〉“”厶_一1 ——(ti —m — Da ,,-； 


(bo + 61 J+ … + A 觸 j") 
I “ 1&0 - “。6 〗 j 


[(n — m ) a ”6. 


b m 


仿 1281 题的证法，可知存在办>0,使当 U |> Xo 时上式右«方括弧内的式子与笫一项 b — 间符 
号，由此可知•当 一° o <> r <-_ r 。 或為<7<+00时 ， K :(: r ) 均保持定号，故尺 ( 1 ) 是区间（一 00 ,—為）及（心， 
+ ~)上的严格单调函数. 

* >本题应加上条件 m 乒 /!( 原題上没 有〉. 否則所述结论不成立.例如，若 / =6,(/ = 0,1,…， 
則尺 （1) = 1, 它在（1。，+00)上農然不是严格单调的. 

【1283】 申调 病数的导数是否也必为申调的？ 

提示 不. 例如，函數 /( jOsj + siivr ， 在 （0,+ oo ) 上. 

解不.例如闲数 


/(x) =x+siar f 

在区间（0,+03〉内•山于广(之〉=1+(： 0 订>0< 除^=(2/1+1>71. /! = ()•】，…），所以它是堺调增 加的； 然而 

其导数/' ( /却不足申调的•事实上由于/'(|•卜 i ./' w - o , /' (孕)一 1 ,显见并非是单岡的. 

【1284】 证明 ：若 〆 为 SJ 微的单网增的数，且当 _ t > t 。 时•丨/'⑺丨 < 〆 (•!■),则肖: r 彡 1 。时， 

| /(1> 一 /( J 。 > I —^(To ). 

给出这 个肀实 的儿何解释. 

证明思路 分别令 Wj ^ h ^ JT 〉一 /( J )， 必（ I 〉 一 十/<1 ) .对 0 (1) 及0 ! (■!) 在0。 •：!：] 上应用拉格朗 

日定理.或用反证法. 

证证法1 : 

作函数 〆 dsyx ) —/<1 >，由拉格朗日定理知 

^(j) —0 (j o) =s: 0 ， (6>Cj —Jo) (x 0 <$<x). 

由 I /' (了 > 丨 < 〆 (，)知 /(0-^'(0 -/’(0 >0.从而，#1>一^為》0 (当 时），由此得 

y >( j ) —9>( x 0 )^/( x )—/( x 0 ). (1) 

再令必（:冋理有办 （ i ) -办（ 1 。）彡0 (当 ■ rSz 。 时），由此得 

tp(x 、 一 <p(x 0 Y^J\x 。、 一 fix、. ( 2 ) 

结合 （1) 和 <2)便得 

<p{x)-<p{xo)^ 1 /Cx)-/Cx 0 ) I. 

证法2: 

用反证法.若有一点 6 > o ：。 ，使得 

I /(A)—/Cx#) I ~><p(b) — (p(xo ). 

设 F(*r) = /(_r)-/(_r 。）一 —〆 办）]，由于 /7 (6) = 厂 ( 心 >=0 , 所以根据罗尔定理，得知存 
在点 re ( J ： o ,6) 使 F '( r )=0, 即 


//( c )_ SIt ^ S ^ (c)=0 - 

因而，有 |/'( r ) 丨 = 丄^= = 2二)) 1 /~)〉9>'(0.这与题设条件 |/'( c ) |< 9 /( r ) (对于一切 • z ^ x 。 而言） 
相矛盾.于是，命题获证. 
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其几何意义 就是： 若一单调上升曲线上各点的切线都比另一曲线上对应的点的切 线 4 * 陡”，则此曲线上 
每条弦必比另一曲线上对应的弦“ 陡”. 如图 2.41 所示 • 



图 2.41 

【12851 设函数 /( d 在区间 agzS + oo 内连续，而且当时 ，广 （ ar )> A >0, 其中 * 为常数. 证明： 
若 /( cz )<0, 则在区— 内方程 /( j ：>=0 有 R 仅有一个实根. 

证 明思路先利用拉 格朗日 定 埂证明根据连续丢數的 介值定 理及函數的单调性， 
命《易 获证. 

证由有限增 M 公式，有 

于是 ， /G — ¥)>0•又 / U )<0, 故根据连续函数的介值定理知，方程 /( a ：) = 0 在上至少 
有一实根.又因为当 x>a 时， /'( x >>0, 故 /( x > 在 （《, + oo 〉 内递增，由此 SJ 知，方程 /(； r )=0 在 
— ¥) 内有且仅有一个实根 • 

H 286 J 若于某邻域|之一1 0 丨<占内，函数增1厶/(々〉=/(_0 — /<々>的符号与自变域增《心 0 = 
：!•一 A 的符号相同，称函数/( X )为在 I 。点的增函数. 

证明： 若函数 /(• t >( a < x < A ) 在有限或无穷的区间 U ，6) 内的每一点皆为增函数，则它在此区间内为增 
函数. 

证要证对任意两点 ACAUCACACft ), 都有/(1,)</(々）.对中每一点 C , 由假定都存 

在开区间 X = ic - d , , c + 及） 使当 o < U — c | <及 时， ^ ^ ( c ) 〉 o . 于是，诸区间 {^}(c 取遍 O , ,々]) 

形成[心，〜]的一个开复盖.由波内耳有限复盖定理•从 } 中可选出有限个•设为 a , ，它们已 

经复釐了 [ A ，乃] • 不妨设 x , <<:,<<:,<… 〈“〈a ,而且可 设诸七 互不包含（因若七 C ^ ； ，则可将 、舍 
去）. 于是，必有 A ea , (因若 A 不属于么,，而 M 于某•)>〗，则显然有 A , ea ，此与诸互不包含矛 
盾）•另外，易知 A 与丄 d (*=1,2 •…， m - l > 必有公共点 i (因若\与么…没有公共点•则点 C ,+ S ri 必風 
于某\ 〉右+1，若 ）<* •，则 c ^ ； ，矛 盾； 若）>£+1，则厶 dCZ 〜 ，也矛盾）.显然可取公共点 

满足 h 

于是， 

/(C)</(i></U +1 )(i = l,2 ， ” ， m-l). 
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同理，可知0： 2 €厶~•于是，我们有 

/Cri)</(q)</(Q)0-</(c 靡） </( 々 >• 


证毕 • 

【1287】证明 ：函数 

工#0， 

x =0 

在点 : r = 0 是增函数，但在包含这点的任何区间 （_ e ， e ) 中并非 
增函数，其中€>0为任意小的数.作出此函数的 略图. 

证当: r 浐0时， 

/ / ( j -)= l + 2 jsin cos , 




(0)= lim 


/( O + Ar ) —，(0) 
Ar — 


Ar+Ar 2 


lim 






= 1〉0, 

所以 ，/(•!•> 在点 x =0 是增 函数. 又当 I 关0时, 


/"( j > = 2 sin 」 -一 







n 为正整数. 
n 为负整数. 


而/'(^)=*0•故 /( x > 在点:^ = 士(《=1,2 ，…） 都达极大值•由于心=^-0,故/( I )在 （一 e ， e > 内不 


是増函数（作无穷次振《，如图 2. 42所示）. 

【1288】 证明 定理： 设 （1> 函数？ )( 1 ) 及# : r ) 为”阶可 傲函败 》 U 0 )U = ( M ,2 •…, 
n - l ),(3) 当 t > x „ 时 ，〆 _*( i ) >少“ （■!•>, 则当: r > i 。 时有不等式 

证 明恩路 令 尸 ( 了） = 沪 ( 文 > 一 〆 a *〉， 則由条件 （ 3 ) 可知 

F <，，， (J：)>0 (j>Xo). 

从而， F < ” n ( > r > 当 x > x 0 时是递增的•又由条件 （2〉 得 

因此 ，当 x>Jo 时，由此又知 当 x > x 0 时是递增的.反复应用条件 （2), 
命趙可获证. 

证设 F ( J ：〉= y ( X ) — 則由于 〆 所以， 

F imi ( J ) = < p (mi ( jr ) - ^ U )>0 ( x > x 0 ). 

因此 ，户 •-”（：!：） 当时是递增的.又由条件 （2) 得 

产 *》( X 。) = 〆 •-" (: r 。） 一产" ( x o ) = 0, 

因此， 

F < -- ,> ( x )> r - ,, ( jo )=0 ( x > x 0 ). 

由此又知当 x >: r 。 时是递增的.再由条件 （2) 知 

F "^ 2 ( x 0 ) = < p iH - 2) ( x 0 )- v & , - ,> ( a - o ) =0. 故 P -- 2, < x )> F ( -- 2, ( x o ) = 0 ( x > x 0 ). 

依此类推，最后得 

F ( jt )> F ( xo ) = 0 ( j > j :。）， 即 ( x > x 0 ). 

【1289】证明下列不 等式： 

(2) 当 i >0 时,: r 一^ ■< ln ( l +: r )<: r : 


(1) 当 x 关0时， 〆 > l +: r ; 
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(3) 当 《 r 〉0 时，： r — ^^ sirurO ; (4〉当 0< j <"| ■时， taor > x + 十 i 

(5> 当 x >0，： y >0 及 O < a < 0 时，（尸+/>+〉（/ + ：/) 含. 给出不等式（1〉 〜 （4) 的几何 解释. 
证（ 1 > 设 /< 1 ) = € 1 —（ 1 + 0 ：>，则当 1 > 0 时， 

所以， /(* r )>/( 0>=0 (: r > 0 〉， 即 ¥>1 + 1 (- r > 0 ). 

同理可证，当 x < 0 时， 〆 >l + x . 

总之，当: r 关 0 时， 〆 〉 1 +二 

此不等式的几何意义是•曲线: y == e * 位于曲线: y = l +： r 的 上方. 

如图 2.43 所示. 

( 2 ) 设 〆 0 ( x )« ln ( l - fx),M 

当: r 〉 0 时， 〆 ( r 〉>^( ar >, 即 ^( x )-^( x )> 0 . 且有 < p (0) = 扒 0)=0, 

从而， 

y ( x )- 0 ( x » 9 } ( O )-^ O)=O ( x > 0 ), 

即 

x - in ( l + x»0 ( x > 0 ). 

同理可证，当 x > 0 时 d — f < ln ( l +: r >. 

所以，当 : r > 0 时 , j •一 ^< ln ( l + ar )<: r . 



此不等式表示对数函数: yslnd + j ：) 的图像介于抛物线 y = 

和直线之间 <* r >0〉. 如图 2. 44 所示. 

(3) 令 F ( x ) = j — sinj-tHfJ 

F ^ Cx ) — 1 一 cosx >0 ( 当 x > 0t j #2 mc，n = l ，2 •…时） 


-T 



故 F (: r ) 当 x > 0 时是递 增的. 因此•当 ar 〉0 时•有 

F ( x )> F (0) = 0, 从而， i>sinx ( x >0). 

(工 >0>. 设 


其次再证， 


— * fi(x 〉 


则有 


必 （ a :) 

if )\ (0)=^> i (0) = 0 t ^ri (0) = ^)i (0) 



又因 /!< t ) = — — sinx ， 于是，当 J ：>0 时•有 
利用 1288 题的结果 得知. 

sinx > x —( x>0). 

所以，当 z>0 时 CsirurCa:. 此不等式表示，在: y 轴的右侧，曲线 3r=sinx 介于直线: y = _r 和曲线 ：y = 


一•之间.如图 2. 45所示. 


x 3 


(4) 令 / U ) = t a ar — （ ar + f ), 则/(0)=0•又 


f U ) = 


1 一 


— X 2 cos 2 x ( siar + xcosa :) (sinx — xcosx ) 


COS 2 X 


显然有 
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故 


—: rcos : r 〉0， : r 6(0,专）， 


， ( x )>0, x €(0, y ). 


从而， /( x )>0, 即 taar ^+ y . 

此不等式表示，在 ( 0 ， j) 内，曲线 ： y=t a nx 在曲线: y = :r+y 的 上方. 
如图 2.46 所示 • 

(5> 当 j—jy 时•由 0< o < 々知，不等式2士>2古 （ j :〉0, : y >0) 显然成立. 



图 2.46 


当•: y >0 •不妨设 0 < + <1 .令 = f •为证不等式，只要证明 /(0 = ( l +&) +递减，也即 
只要证明函数 F (/> = + ln ( l + i ) 递减.实际上，因为 




t 2 


当 a !> 0 时，有 V -^ Clnd + W 、 所以, 


广 （ f )< 


Iruz 


J 



^(l + fl # ) t 2 # 

由于 0< fl < l 及 f >0, 所以， infl <0 及 , 从而，广（/><0, 

即 F ( Z > 是递减的，从而，当: r 关: y 时，不等式 

( x *+ y > l>(P 十 y〉i 

也成立. 

作/(0 = (1+乂）+的图俅•如图 2.47 所示.对于 (0,+ oo ) 内任意两个值图像上对应点的纵 
坐标却相应地减小， /(«)>/( 炉. 

*) 利用本題 （2) 的结果. 

112901 证 明：不 等式丄 iCsinxCi , 当00<+时 成立. 

It 乙 

证不等式的后半部分于1289 题 （3>中已证明，我们仅证其舫半部分. 

设 / Cr > = ¥, 显然有 /( 号 ）= j .而 

/-( x ) = JCQSJ 7 5inJ 的 ¥( 工一 tanx 〉 , 


由于当00<|时， CO so :>0 及于是•在此区间内 /' U )<0. 所以，函数 /( x ) 在区间 


(0，号)内是递减的.因而，当00<|时，有 

/(x>>/(j) ，即宇 (0<x<|). 

所以， ■^■ j<siorO (0< x <~). 

【1291】证明 ：当: r >0 时有不等式 (1 + y < e<(l + 士广 1 . 

证由于当 iX ) 时 ，( i + 士/递增 （ 利用 mo 题的结果>，并且有^(1+士 ) z = e , 所以， 
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( l++):<e ( x > 0 ). 

同理可证，当时 ，(1 +递减，并且有 

lim (1 + 士广 = e , 

所以 ，( 1++/ Tl >e ( x > 0 ). 

【 1292 】等差数列与等比数列的项的数目相同且有相同的首项与末项•并且一切项都是正的.证 明：等 
差数列各项的和大于或等于等比数列各项的和. 

证证法1: 

设等差数列各项为 A ，七 ，…，^,公差为山等比数列各项为 6 ,為公比为 </. 记其和为 

m 霜 

a= 2 Qk f 〜 • 

蠢 

当(/时，由⑷=以及 a = 6 ■，可知有 a ^ Q . 

当 g<l 时，由 a , =61 及 a m = a t +( 11 — 1 )么 6 1 >= 6 | 矿叫且 a m = b m 得知 

q +(”一 = 1 • 即 d — — a x ( a , > 0 ). 

则有 

S [“】+(卜 1) 小名 卜— ㈢ -广 1 

矗 • 1 V 

研究 

^■(1 — g )( tf — Q )1 — ^)( ) —2(1—^•) = »<1—9+^" _, 一 々*〉 一 2(1 — 矿〉 

=(n — 2 )( 1 -矿）一叫 （1 一矿 _*)• 

作函数 

< p ( t ) = (n — 2)(1 — f ") , 0 (/) = nf ( l —/" *) , 

则有 9 >( 1 )-^( 1 )- 0 , y /( l > 功 〆 （ l ) = _”(/i 一 2 ) •但是， 

/(/>=- n ( n - l )( n -2 )r ** /(，)= 一”(” 一 1)(” 一 2> r " * , 




作函数 


丄 （ g — l )( a — Q > = (n —2)( 矿一 1> 一叫(矿 2 一】）• 


则有 


9>a> = (n —2>(/"_1), 0 ⑴ =n/(r:-l )， 


当 0>1 时，有利用1288题的结果有 

< piO > ipiO . 

于是，当 9>1 时•便得 ( pCq )'> tp ( q ). 因而 • 

^-(q— 1 )(<x - = - 0(<7)>O. 

从而，完全证明了 《 r > Q . 

证法2: 

设等差数列的公差为么等比数列的公 比为心 

如果 d = 0, 易见两个数列均为常数数列，因此，其和相等. 

如果 d 关0,不妨设 d >0( 否则把末项变为首项，将数列颠倒即成），由于各项均为正的，所以，<7>0. 

设萏项为 fl ， 则末项为 + 考虑函数 

fix )= a -\- xd — aq t . 

由于 /(0) = /( n >*0, 所以，在 （0, n > 内存在一点 c , 使得广(0-0,而 广 ( x > ■—<1矿 ln ~<0 .从而 • 

f ， ( x ) = d — aq s \nq 

为减函数. 

所以，当 ^〈 c 时，/ # (1)>0•当 x > (:时./'(1><0•从而，当时，/<又）>0,其中等号当且仅当 
j : = 0 及 x = n 时成立.特别是•对于 Q < k < n]i 

fik)^a + kd - aq k >0 , 即 a + kd > a ( f . 

于是，2 (“+ W )> 2 a< f • 

1-0 *^0 

* >原题要 求讧明 “大于”.实际应为“大于或等于”. 

m 

112931用不等式 U ▲: r + 6*) 2 >0, 其中:乂 U = l ,2, …， n ) 为实数，来证明柯西一布尼亚科夫 

A-I 

斯基不等式 

(士 <2*6* ) Z < 2。卜2 试. 

A-I ♦-丨 ▲管 1 

提示注意到 

2 = (2 a * ) x l +2( y ] a k bk ) x 4 - ^ 6*^0, 

▲el A-l 裊 -1 A-l 

对任何 Z 均成立，由其判别式不能为正，命題即可获证. 

证由于 

2 ( a *： r 十 〜)*= ( 土 flj ) x * +2 ( 2 a k b k ) x-f 2 试>0, 

裊 _1 4 = 1 *-1 梟 -1 

对任何 X 都成立，故上述二次式的判别式不能为正 ， IP 

4 ( 2 a » M 2 — 4 (S ( S 〜 2 )<。， 

卜 1 —1 i-i 

in I 


也即 


[12941 


务 -i 

证明： 正数的算术平均值的平方不大于这些数的平方平均值，即 




提示 利用 1293題 的结果，并令 


证利用I 293 题的结果，设〜=心， 6 *=士，则有 




【1295】 证 明：正 数的几何平均值不大于这些数的算术平均，即 

^ X \ X 2 999 X m ^^(Xx 十 十… +J：,). 


提示 应用教学归 纳法. 


证 


(: i^m ,) 士 = 丄 (xi 十:^ + …+^：.).则有 


• nA _= j ： l + j: i + … + ：£••• 


当 n = 2 时，我们已冇不等式 


VxxJTt 


+ J 2 


今假定 n 塞 k 时，有我们来证 n = ^ + l 时•有 G k . } ^ A ^ t . 

亊实上， 

- x^,]A<(C*)rn . (x. +1 )rfr«A.)fTi 

如果我们设 

/(x)=x* — Cl—a+ffj) (0<o<l) * 

■ 〉 0, 0<x<l. 


(々♦ 


由 


Ot x=lt 

<0, JT >1, 


故知 /( or ) 在 (0,1] 上是递增的，而在 [1,00) 上是递减的.令 ^^.1一〃=|，用|代替1,于是，就有下列 


不等式： 

当 a >0, 6>0, p >\， q>U 士+ + = 1 时 


+ 十 . 


令 A* 


x *+ 


P 


是 +1 


>1, g=々+l>l， 且 


P q k + \ ' A+l ▲， 


所以， 


( A k )rh 




a+i 


于是， 


= rxr^^ +工… ） = 口7^(工1 +:2H - hx^+) = A k ^ 


灸+广卜 1 —々+1 
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从而有 


按照数学归纳法知不等式 


Gi+i 裊夺 1 • 




:<一 <Xi + x 2 + •••+ X , 


对于任何正整数 n 均 成立. 

【12 W 】 设 a 及6为二正数，則由等式 


Ca ^ b ) = 


( 宁 )' 

limAi ( at ^) t j =0 

o 


所定义之函数称为正数 a 及6之5阶平均值. 

例如，当5=— 〗时 得賙和 平均值，当5=0时得几何平均值（试证明！>»当 
2时得平方平均值. 

证明 i ( l ) min ( a ( a ,6)^ max ( a f 6) i 

(2) 当《參6时，函数是变 Ms 的增函数： 

(3) lim ^ X ( a ，6) = min ( a ,6 ) ， lim A,(a 9 6) = max ( a 9 b ). 

提示 （2) 考虑+ 1叱,（《,6〉. 

证先证当 s «=0 时得几何平均数，由题设知 


时得算术平均值》当 5 = 


△ c ( a ，6) 篇 lim ^, ( a f 6 )*lii 

#—•0 9^ 


研究 /( I ) = In 


+以 


在点 x =0 的导数，有 


/ # (0)= lim ^- 


-/< 0 ) 


另一方面， 




/'(0> = /'( x ) | -。= [^|^7 • y ( flMiui - f -^ inA ) j | ^ = y ( Ina - HnA ). 


W 此求得 


^(“，6〉*= 〆 *。》= v /^6, 

此即几何平均值. 

( 1) 由于 2[min(a+6*<2[max( a .6)]' ，所以， 

min(at6)^ ( —' <max(a 9 6)« BP min(atftX^ (otfr)^max(a ,b). 


<2) 考虑 ln ^,( a ^) =—In 




，則 




+ AMn 6 


+斤） 


5 z ( fl , 】+ y ) [ ( a , lna , + 6 W >- ( a , + 6, H n ^ ： ^] 


由于 Y >0, 夕>0•参看1314题 (3) 的结果知 


a s \ na l +6 # ln^ f Xa 1 +6 1 )ln 




所以 ，^ in ^ U ,6)>0, 即 ln ^,( a ,6) 是增函数，由于对数函数是增函数•故知函数是变虽 s 的增函 
数. 

(3) 不妨设 0< a <6. 于是， 

lim (a»6)= 1—a[-|- + -|- ( 去 ） ]• =a = min(a,6) , 
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lim A, ( a »6)— lim 6[*|-( 含 )+-^-] * =6= max(a ,6). 

【1297】设 /( x )( — oo <: r < + oo > 为二阶可微函数及 M k = sup \ f ik ) U ) |< + 

证明不 等式: M 5<2 M C M Z . 

证运用 1266 題附注的公式（对任何/«〉 

/( x +/ i ) — /( x ) + \ 2 ( x§^i § x +/ i ) t 


Ck=0A,2). 


/( x -/ i ) -/( j ) / ( x)/i + 


广 (6) 


h Z (x —/ l $$2§ x ) t 


(1) 减（2>，得 


h 2 


/(: r + A >-/ Cr - A > = 2/’（ x > A + W # (6>-/ # (6>]， 


即 


所以， 


2 h 


2/ # (x)/i = /(x+A)-/(x-/i)-Y[/ ir (6.)-/ # (6)]. 

I /'⑴ I < 12A_r ⑺ I < I fu+h) 14 - 1 /u-h)\ +$[ I m )i + i /"( 备 > n 


<2 M 0 + A 2 M ” 

即 M , h t -2 \ f f U ) I k + 2 Mo > 0 . 

由于此式对任何 /» 都成立，故此二次式的判别式必 非正： 

4|/ / ( x )| 2 -4 M 2 (2 M < ,)<0, 

即 |/，(：）| 2 <2 M 0 m 2 . 

由此釕将证毕. 


( 1 ) 


( 2 ) 


§8. 凹凸性.拐点 

1 °凹凸性的充分条件若曲线 ： y =/( x )( a < x < W 的一段，位于其任意一点的切线之上（或之下），则 
称这个可微函数： y =/( x ) 的图像在闭区间[^6]上是凹•（或对应地，凸〉的.在假设二阶导数 /''( x ) 存在的 
情况下，当 “<: r <6 时不等式 

广(：)>0 [或对应地厂(: r )<0] 

成立，为 ffl 像是凹（或对应地，凸）的充分条件. 

2 °拐点的充分条件若函数的图像在某点的凹凸性改变，則称此点为拐点. 

若在点 or 。 有/"(办> = 0,或者/八办）虽不存在但/'(办〉 有怠义 ，并且无论在 哪种悄 形下，/〃(了）在 I 
经过 I 。时改变符号，则心是拐点. 

【1298】 研究曲线: y = l + 斤于 A (-1,0)， B (1,2) 及 C (0,0) 诸点的凹凸性. 

解 y ~iW ty 

在 /U —1,0) 点， / = f >0, 故在该点附近曲线的图像是 凹的； 

在 B ( l ,2> 点，/=一+<0,故在该点附近曲线的图像是 凸的； 


* 关于凹（凸）的定义仍沿用原书第三版的定义. 


《题解》作者注 



在 C (0,0) 点附近，/变号，因此，点 C 是拐点•在 C 点左边 Cr <0),/>0 曲线是 凹的； 在 C 点右边 Cr >0)， 
/<0,曲线是凸的.注意，当 x =0 时 •/ 不存在. 

求下列函数的图像的凹或凸的区间及拐点： 


【1299】 y = 3 x 2 - x \ 

解 / = 6 j ■- 3_ r 2 ， y 0 = S — Sx . 

当一 ooO<l 时，/>0,故图像是 凹的； 当 l <: r < + oo 时， /<0,故图像是 凸的： x=l 是拐点. 
注或者说，点 （1,2) 是 拐点. 以后二者通用•不再 说明. 

【1300】 y =- t 4 -J ( a > 0 ). 

a 十 x 




2 W -3?) 
< a 2 + x 2 ) 3 - 


当 


/<0,故图像是凸的•，当 | or |> 
【1301】 y - x ^ A . 



，/>0,故图偉是凹的； ■!：= 士 ^是拐点. 


解 


1 




10 


当 一 ooOCO 时，/<0,故图像是 凸的； 当 0< I < + OC 时，/>0,故图俅是 凹的！ 

■r = 0 是拐点（注息，: r =0 时,/不存在）. 

【1302】 

解：/ = 1(1+/厂+, /=(1+^> +>0,图像始终呈凹状.无拐点. 

【1303】 jr * x +» inx . 

解 y = l + cosx f siru \ 

当 2々 jr <_ r <(2々+ l ) w 时，:/ <0, 故图像是凸的：当 （2*+ l ) x <: r <(2 it + 2)7 c 时，/>0•故图像是凹的 
是拐点 U = 0, 士 1, 士 2 r “>. 


解夕 

当 k 

11305 

解 y 

当 u 

[1306 


y-e . 
— 2 xe~ j2 « 


(4? 一2> 


< 


: t + 是拐点. 


^:时./<0,故闬像是凸的，当时，/>0,故图像是凹的： ：* 

ln ( l + x 2 ). 

_ 2 x ^_2( l - x J ) 

<1 时，/ >0, 故图像是凹的；当 | x |> l 时，/<0,故图像是凸的，: r =± l 是拐点. 
^= Jsin ( lar ) ( x >0). 


解 y = sin ( Inx ) 4 - cos ( lnx ) * /= 夸 cos (子 + ln _ r ). 


令 / = 0, 得 : r = e * •♦子 （4=0, 士 1, 士 2,"0. 

当 Wl < x < e 〜 + 予时，/>0,故图像是凹的；当 e 〜* f < Cr<f ¥时，/<0,故图像是凸的 

= 是拐点 a = 0, 土 1, 士 2,…）. 

【1307】 y =? ( x >0). 

解 / = x ^( lar + l ), / = 〆 [士 + (l + lnx > 2 ] •当 j ：>0 时，/>0•故图像始终是 凹的. 

【1308】证明 ：曲线 有位于同一直线上的三个 拐点. 作出这个函数的图像 • 
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zi ? 


. 由于拐点为 


• 故有 V 


2? f 


V2 




11310] 研究摆线（旋轮线 aU — sin /), . y = a ( l - co 3/) ( a >0) 的凹 凸性. 


解 


dx a ( l — cos /) 




故摆线始终呈凸状. 

【1311】设函数 /(: r ) 于区间 a < x < + ~ 中二阶可微， 并且： 

(1) f ( a )= A >0 i (2) / \ a )<0 i (3〉当 《 r > a , /^( x )<0. 

证明： 在区间 （《,+ oo ) 内方程 / U )=0 有而且仅冇一个实根. 

证由于 /'( x ) 在 a <: r < + oo 上连续且当^<^<+00时 /"( x )<0, 故函数 f ， U ) 在 a < r < + oo 上 
是递减的，于是，当 “<* r < + oo 时，广 （ x ) </' ( a > < 0 ; 由此又知函数 /( x ) 在“ <: r < + c « 上是递减的.闪 
此•在 （ fl ，+ oo > 上至多有一点使 /( jt )=0, 即在 ( a ,+ oo ) 上方程 /( X )=0 至多有一（实）根. 

下面冉证明必有点 a <_ r fl < + oo 存在•使 /( x o )=0. 考虑函数 FCx ) = fix ) ( a ) ( ^- a ) 

( a < a *< + oo ) ， 則 

广( 1 >=/，(《|：) — /'(“）， r ( x ) = /"( x ) ( a < x <4- oo >. 

于是，当 fl < JT < + oo 时广'(1><0,从而 F '( I ) 在 fl <: r < + oc 上是递减的•但广 （ a ) = 0 •故当 a <： r<+oo 
时 • F / (* r )< F '( a ) = 0» 由此又知 F ( x ) ffi a < i <+ oo 上是递减的，但 F ( a )= 0 , 因此，当 a < x < + oo 时，恒冇 
F ( xXF ( a ) = 0. 

令， — •由于 /( a )>0, /'( a ><0, 故又 •>“• 显然， 

FW >=/( ， )-/(<2)-/ / (a)[--^y]=/(x-). 

但上面巳证必 F < x * )<0,故 /( x - )<0. 于是•根据连续函数的中间值定理，知必有 a < x 0 < x - 存在，使 
/(■ co >=0 .证毕. 

注上述证明的思路在几何上是明 显的. * 數 F ( x ) 代表 曲线； y =/(： r ) (它是凸的）上的纵坐标与在点 
U ，/( cO ) 处的切线 y =/ U ) + /'( fl )( T - a ) 上的纵坐标之差•点：即是此切线与 Or 轴 的交. 
点（图 2.49). 
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图 2.49 


【1312】若对于区间 （a ， M 内的任意两点: r , 与心 及任意二数 A , 与 A :( A ,>0, A 2 〉0, A, 十 A: = l> 有不 
等式： 

/(Aix, •+'A2J：2 XAi/(xi )+ Aj /( x 2 ) 

(或对应地，相反的不等式 /Ux, +A ⑶）〉 A,/(x,)+ 心/(々）），则称函数 /Cr ) 在区间上是凹（凸）的. 

证明 ：函数 /UK1> 若当 a<:r<6 时， /'dX)， 则在 U ,6) 上是 凹的； （2>若当时 ，/〃< x><0. 
则在 (a,6) 上是凸的. 

证证法1: 

设 T, ,r 2 为 ( a,6) 中任意两点 ,A, >0, A* >0. A, +A 2 = 1. 不妨设: r , < t 2 . 于是 . a < j , < J 2<6. 考虑 0</ 
<1 上的函数 F(d = /t(l — —， /( 而〉•显然， 

F(0) = /<x l )-/( x 1 ) = 0. F (1) = / U 2 )-/( x 2 ) = 0. 

利用屮值定理得 知：当 时， 

/ •' / (/)-(x 2 - Jl )/ / [0-/>^+/x*]-[/(x l )-/(x 1 )] = (x,-x 1 ){/ ， [0-/)x,+/ J ： i ]-/ # (r)}, 

其中 a :, < c <々 •令 / 0 = 丄 二•则 0</。<1 — 6 ) 4 +，。:^.于是，广（/。> = 0 . 

此外，当 0«1 时，有 (<) — <X| —Xi y f ¥ [_( l—Oxi +/x 2 ]. 

(1) 若 f \ x)>o u < x < b ). 由上式知 ru)>o ( o « i )， 故 r(o 在上是递增的，再注息到 
广(/。）= 0,即 知：当 0</</。时广(0<0:当时.广（/)>0.由此又 知：在 上 F (/) 是递减 
的，在心</<1上 F ⑴是递增的.由此•再用 F(0〉= 0,FU>=O^P@:ao<f<l 时， ffi 有 FUXO . 特别 
F(A* )<0. IS . F(A2>»/( AiXi +A*X|)— Ai /( xi >—A2/( jt 2 ) iSc 

/( Ai ji -f A 2 j ? XAi/(ji )+A»/ Cj *). 

由此可知/(丈)在（^1，6)上是凹的. 

(2) 若 /"( xXOGkCtCA )， 則 广 '(/><0(0</<1>•和（1>情形完全类似地可推 知：当 0</<】时，恒 
有 F(f)>0 .特别 F(A 2 >>0, 由此即知 

f(XiJC\ +Aj j*)>Ai/(xi )+Aj/(jt 2 ) • 

故 /(: r) 在 （a，A> 上是凸的. 

证法2: 

在0,6)内任取两点 <1 ,及 > !： 2 ,使 < j : 2 <6, 并令 r = A,x, +A 2 _r z ,則由 A〗 >0,A z >0,A , 十々 =1 知： 

X|</<XJ. 

将函数 /(•!■> 在 x = / 点按1266题解附注的公式展开，得 

/(x)=/(/)4-(x-/)/ / a) + y(x-/) 2 / ，， Ce). (1') 

其中 a</<e<x 或 d<Cr<$<r •将及1=而代人 （1') 式，得 

/( x 1 ) = / a ) + < J - 1 -/)/ / ( f) + y(x 1 -0 2 / <， (ei)» (2') 

/(x 2 ) = /(0 + ( J ：2-/)/ ， (0 + Y(xz -0 2 / # ( e 2 >* (3，） 
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其中6,6分别是界于 Ad 及 AW 之间 的数. 以乘 （2') 式山乘 （3') 式，再相加，得 
Ai /( x r )+ A 2 /( j 2 ) = a ,+ A 2 )/(0 + [ A , x ,+ A 2 X 2 -( A ,+ A 2 )^/ / (0 

+ ^■[1 ( i , —/) 2 /，(6 i ) 十入 （A —>]• 

但 + A 2 A ，及又1+义2 = 1 •故 

[ A , /( x , ) + A 2 /(^ 2 ) ] - /( A , x , + A 2 x 2 ) = Y [ A ,( x 1 ~/) z /"( e »)+ A *( x 2 -/) 2 / // (^)]. 

由于 A ,>0, A z >0, < a -,~/) 2 >0, Uz ~ t ) 2 >0, 所以， 

[Ai fix 、) + A z /( x z ) ] — /(Ai x \ + A2A ) 

与 /〃 (右） 、广 有同样的正负号 • 

当 /" U )>0 时，则 

/(AiXi + A 2 x ： XAi /( Jj ) + A 2 fCx t ), 

所以，函数 /( x ) 在区间 （ a ,6) 上是凹的. 

当 /" (: r )<0 时，则 



所以，函数 /( i ) 在区间 （ a ,6) 上是凸的. 

【1313】证明 ：函数 ？（ n > l ), e % • rlnx 在区间 （0, + oo ) 上是凹的：而函数 j -(0< n < l >， lnx 在区间 
(0，+ oo ) 上是凸的. 

提示利用1312题的结菜. 

证 （1) 设: y = x -( n > l >， 则 /- n (”一 l 〉 x ^*, 它在 （0,+ oo ) 上是大于零的，因此，图像是 凹的. 

何当 0< n < l 时，则/<0,故此时图像是凸的. 

(2) 对于函数 e ' 其二阶导数为 e ' 它始终为正，因此，图像是凹的. 

(3) 对于函数: rlnx ， 其二阶导数为 j •它在（0，+~)内大于零，《此， W 像是网的. 

(4) 对于函数 lrur , 其二阶导数为一它始终为负，因此，在 ( 0 ,+ oo 〉 内图俅是凸的. 

【1314】证明下列不等式，并解释其几何意义 I 

(1 屮， +，)〉 (中) ' 

(x>0.3»>0,x^>».n>l) | 

<2) 5 l ±^> e £ T J ( x # y ), 

(3) xlnx+y In ^ Xx+Wln ( x >0,>>0). 

证明思路我们 已知： 若函数 / Cr ) 图像在区间内是凹的，则对于 U ,6) 中的任意两点 z 和; y , 满足 
不等式 


|[/(:) + /(>0]>/( 宁). 

分别令 /(: r )= J ” ，（工〉。，”〉】）•/(：!：> = 〆 （一 oo <： r <+ oo ) 及 /( x)=xlnx ( x >0)， 对它们利用 1313题的 
结果，不等式即获证 • 

证我们已知，若函数 / Or ) 的图像在区间 ( a ,6) 内是凹的，则对于 U ，6) 中的任意两点 x 和: y 满足不等式 

+ [/Cr> + /(：V )]>/ (中) • 

于是，利用1313题的结果，我 们有： 

CD 设/(工）=?，（：〉0，”〉1)，則其图像是凹的.于是.对于任意两点文和 ：>( ,得 

+ (，+，)>(中) ' 

(2) 设 /&)=# •则在（一 oo ，+ ao ) 上图像是凹的.于是，对于任意两点工和^，得 


(3> 设 /( j *) = * rlor •则对于 x >0 图像是凹的.于是，对于任意两点 z 和: y ， 得 


j - lru -4- vlnvXx +. y)ln 


£ i^y 


它们的几何意 义是： 连接点 Or , /(工）> 及（: y ,/(： y >) 的弦的中点始终位于曲线上对应点（具有相同横坐 
标〉 的上方. 

【1315】证明：有界的凸函数处处连续，并有左导数及右导数. 

证设/(^)在(〜6)内是凸的，并设: r 。 为内的任一点，今证 / U ) 在点 x 。 连续， R 有左导数及右 
导数. 

在点 x 。 附近取一邻域 U — x 。 |<心使得这邻域全部都包含在 Qj ) 内，并记 

M = min { fix 0 ~~ S ) , / Cx 0 +^) }. 

设 0< I a — I 。 I < 占 . 记 / = k :— ! ，则 0</<l. 

当 XoO < > ro +5 时，有 1=/(办+5) + (1 — /〉：1： 0 及 ^ c = Y^ft + 一幻. 由于 /( 文）为凸函数，故有 


f(X)>t f(x 0 +S) + ( 1 一 f)/(J。 > >tM+ (l-/)/(Xo) 


CD 


及 




/( j)-fzM 
!+/ • 


( 2 ) 


由 n )， 得 
由 （2), 得 

从而， /( x 0 )— M > o,a 


fix ) — f ( x 0 )> — tLf ( xo ) — 

泛 [/( 尤。） 一 一 /( 工 o >• 


I /( J > — /(xo ) I <rC/( J~o ) — M] = ~ — • I X — 


•To 


(3) 


当 To - S < T < x 0 时•类似地也可导出 （3) 式•故当 0<|« r _ r 。 丨<&时 ，（3> 式恒 成立. 由此显然有 

lim /( x ) = /( j 0 ). 

这就证实了凸函数/(1>在点 I 。的连续性. 

记工=1。+/1，则 （3) 式可改写为 

/( jp +/ l )—/( Xp ) 

h 


< 


/( xp )- M | 

d 


( 0 <\h\<$). 


(4) 


引进函数 

<p(h) =/U 0 +h>_ fUo) ( ~d<h<6). 

容易验证 〆 /») 仍为凸函数，且有 00)=0. 今取任意两数 n 及设有0</,</,<心并改写为 


- r ) •。- 


对于 G 与0两点可用凸函数性质，有 


9 ?(/i >〉合 • < p ( tz ) + ^ 1 — y - )9(0〉 = ^~史(“ ） ， 


即 


tp(t\ (pitj ) 
^1 h 


这说明函数 = ¥ 是一个减 函数. 如从 A — + 0方向看，则函数 F (/») 递增.但由 （4) 可知 | F (/|) |< 

I /( xo)—Ml 


8 


即 F ( h ) 在 0< j A | <$有界，故极限 limFOi ) 存在，也即: r 。 的右导数 
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m 




f(x)-fUo) 



Oo ) 


存在. 同理，可证左导数 / Z -( X 。） 也存在 • 

以上讨论中•对 T 区间是否有限无关紧要. 证毕. 

注本題不需假定凸函数有界，证明中也未用到有界这个条件，参看 E . C . Tichmarsh，The Theory of 


Functionsf § 5* 31. 若以较弱的 


不等式尹々）作为凸函数的定义，則 


需加上凸函數有界这个条件，才能推出它连续并且左、右导教都存在.参看 G . Polya • G . Szego , Problems 
and Theorems in Analysis 9 Vol . I ， 70 題和 124 题. 

【1316】设函数 /( or ) 在区间内二阶可微，且广 (6) 尝 0, 其中 a <^< b . 证明： 在区间 （a 中可找 
出两个值^与满足 


z (::> n r(g> . 

- T 2- J 1 

证不妨设 /" (幻 >0. 考察 f '0 ，分两种 情形： 

( 1 >若 /'(0 = o , 则由 广⑺ > 0 知 /($) 为极小值.从而存在衣> 0 ,在[一在 + e , e + 幻 （ C ( a ,6〉> 上函败 
/(• r > 在 （ 的左侧单调 T 降，在疗的右«单调上升.如果 /( 一占十0=/(芒+幻，则取 = 々=^+5,就 

满足了趑中的•等 式. 如果/(一3+0</(6+幻，则取 ： r , = -^+6 而在 [ X +5] 上函数值 /( a ) 介于/(0与 
/( e +5) 之间.由于/( X 〉在汁幻上单调上升，故存在 x 2 e ( e ， e +< w , 使 /( x : )=/(々），从而题中的等式 
成立.如果 /( 一《5+0>/($+们，仿前也可取得两点 x , 及 I ”使 /( x ,) = /( j 2 ). 这时题中的等式得证. 
(2>若/\6)关0•則设 

F ( x )=/( x )-/ ， (^) x , 

从而有 

广(0=/'(6) — /'( e ) = o , 

且 

F ^($) = / ¥ ( O > 0 . 

对 T 函数 F ( i ), 应用上述（1>的推证方法，总存在两点: r , 及使 F (: r ,)= F ( x 2 > ，也即存 

/( x , ) 一/ '(如= /(:,) 一 f ， Wx ” 

解得 


=处)-/(工，>• 

从而，命题得证. 

【1317】证明••若函敉 /( j > 在无穷的区间（办，+ 00)内二阶可傲，且 

lim /( j ) = 0 t lim /(： r )=0, 

+0 

则在区间 （0： fl ，+ CO 〉 内至少有一点 f 满足 

/»0. 

证用反证法•即若不存在 6 使/、0 = 0, 则当 x>x 0 时，或者 / 〃 ( ： c)>0, 或者 /"(x)<0. 如果不是 
这样，即若存在点与 I 使得/ " U )<0 及/"(6)>0,则由达布定理^可知，在 a 与6之间必有 c 存在，使 
得/"(0=0,这与我们的反证假设 矛盾. 因此，我们不妨设 /" Cr )>0, 从而，函数/(^)的图像是凹的，且位 
于其任一点曲线的切线的上方. 

再由 

lim /(« r ) = 0, lim /( jr ) = 0 

与 /(： r ) 的町微性，利用 1237 题的结果，即 知：在 (: ^,+cxO 中至少存在一点 c ,, 使 

/ '( c ^- O . 

由/"( 1 )> 0 易知广 ( x ) 递增，从而，当 J ：> c , 时，广( 0 ：)> 0 •取 c 2 〉 Cl , 则 f \ c 2 )>0. 
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过点 （ C 2 ，/( C 2 )) 作曲线 ： y=/Cr) 的切线，其方程为 

Y(x) = /(o) + / / (c,)(x-c J ). 

易知 

lim y(x) = + o^>t 

而 /Cr> 一 y(:r)>0, 从而应有 

lim /(x) = +oo f 

这与原设条件 lim / Cr )=0 矛盾•同样，对于 /"( x )<0 的情况也可推出以上结论 • 

广 ，十如 

于是，在区间 （ A ,+ oo ) 内至少有一点6使 /"(0 = o . 

* ) 达布定 理指： 若函數 g ( x ) 在 0,6] 内有有限的导數，且 〆 則在 （ a .6) 内至少有一点 (：• 
使 

/( r > = 0. 

其证 法是： 不妨设 /( a ><0,^(6)>0, 則在右边且与 fl 充分近的点 X ，有尽(^)>贫(了）》在6左边且与6充 
分近的点有总(: r )< WW , 由此可知 g ( x ) 在 0 , 6 ] 上的最小值必在 （ a ,« 内某点 c 达到，从而必有 ，( r ) = 0 . 

在本题中，可设 〆 ■ r )_/'( > r 〉， 則由 g ( a >=/ # ( fl ><0 及 g (b) -= f 0 (b)>O 可知在与6之间必有 c 
存在，使 〆 ( C > = 0, 即/ "( c *〉=0. 

§ 9. 不定式的求值法 

洛必达法则情形 1 :不定式•的求值法.若：（ 1 )函数 /( x ) 与 Vi ) 在点 a 的某邻域认内•有定义并 

a 连续（此处《为数或符兮并且当时，这两个函数都趋 于芩： 

lim/ (x) = Iim«( j) = 0i 

( 2 ) 导数 /'(_ r ) 与 〆 ( j *〉 在点 a 的邻域 t ；, 内存在（在点 fl 本身可不存在），并注当 xi ^ a 时，二者不问时 

为芩 1(3) 有限或无穷的极限值& 存在，則有 

lim £(£2 = lim q £2. 

悄形 2: 不定式 $ 的求 值法. 若 ：（ 1 ) 当 X - C 2 时，函数 /( 1 〉 与 〆 h 都趋于无穷大： 

lim /(j) = lim g(j) = c» f 

其中 a 为有限数或符号 ooi "" 

⑵对于异于“且斶于点“的邻域 CA 的一 切：值 ，导数 /' Cr 〉 与 〆 ( d 都存在，并且当 16 以 h 关 a 
时， 

/ /2 Cx )+/*( x )^0, 

(3) 有限或无穷的极限 

X-. g (x) 

存在，则 

x-. gKX) r^m g (X) 

利用代数变形与取对数的方法，可使不定式 0 • 00,00 — oo , l ~, 0 °, 00 °等的求值法化为 

* 所谓点 a 的邻域 （/, 系指满足下列不等式的数7的 集合： 

(1)0< 丨 x ~ a \ <«•若“为一个数, (2) I X I >+•若 a 为符号 ° o . 
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这两个基本类型的不定式的求 值法. 

求出下列各式 之值： 


【1318】 

x-o sinox 


解 | im sin^ = lim ^o^£ = « (6#0). 
s^o smb^ x ^ob cosox o 


【1319 

解 n 


【1320 


解 H 


【1321 


解 li 


【1322 


解 lim 


11323 


解 


lin 


cho ： —cosa: 

L - ^ - • 


chj —cosx r shj + siru: x . chx+cosx 

i - y - = nrn - - lim ^ 

^ X 0 CX o L 


lim- 


^nx — x 


T —siar 


Iim ]±^£ = 2 . 

>x —sinx x-o 1 — cos j: x-o cos z x 


lim 


3tan4.r— 12tanx 


x-o 3sin4j ： 一 12siar • 


3tan^~12tanx =| . n 12secMx-12secr 


> 3sin4j— 12siar ” c 12cos4x— 12cosx 


把(一 


cos4x + cosx 


m )= 


lim 


tan3x 


tanj 


tanj 






lim 


: rcotr — 


x ‘ j.ojt tanr 广 


— sec 7 x 


Sjrtaar+j^sec 2 ^: 


lir 


tan z a-4-2,r tana:-for 2 


-li 


” v+2 点+匕 ) 1 


T 


【1324】 lim 


1/ tanx — 1 
2sin 2 x-l * 


v / tan*x 


解 … ■ 一 t- 

ri325j 4 Iim ^e-4-l)-2(e-l) 

x-0 X 

解 Um # ^-l)-2(e- TL ) = limf tl t $ ■ 卞 — J 


- e x + xe ^ 

~ Z ?~ 


= lin 


r -^0 


=lim 与 = 4% 


【1326】 lim - 


v 1 "^cosx 2 _ v 1 — cos/_ r sinr _ x . 

M 1'i? x 2 sinx 2 — /i? tsint — \ l ^sint^ tcost ~ ㈤ 


^°l + ^- cos ^ 2 


[13271 Iim arcsin2j ~ 2arcsinx , 


e x + e "+ xe x 

6 a : 
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• sh 2 x — sin 2 j 
^ sin 2 xsh 2 x 


sh 2 x ~ sin 2 x 
sin 2 jsh 2 j + sh 2 xsin 2 x 














+ 6 sin 2 xsh 2 x 4-4 ch 2 j * sin 2 . 


cos ： r +- 


chr— 


C13371 !im — (a>0,n>0). 

e 

鰐題 思路若 n 为正整教，利用洛必达法則求得 iim ^=0• 若 ” 不是正整数，則 




rC -3 +i 

<v 


<x>l) f 


利用上述结果及夹退 准則. 

解 lim ^ 7 = lim = … =lim = 

以上是就 /! 为正整数的情形解得的.若 n 不是正整数，则 0 ]< n < 0 ] + l . 于是， 




穿<笋<士 

而左右两哚当1— + 00时，上面已证明它们的极限为零.因此•中间的极限也为零.于是，对于任意大于零的 

实数 a 和均有 Um 4 = 0- 

t—- f« e 

一士 

【 1338 】 

X *0 JT 

提示 利用 1337 超的结果. 

解 lim _ (: :) ■ =0. 

») 利用1337 題的结果. 

【 1339 】 lim x: e _ 0 01 !. 
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故 




一 7 


lim o { (e xl,lx — Dlar > = lim。{ • jln J x J = 1 • 0 = 0. 

于是， lim〆，- 1 : 

•T 4+0 x— 4 -fl 

* ) 利用 1341 題的结果 . 

【 1344】 lim (〆 一 】）• 

X —4-0 

提示利用 1342 題的结果 . 

解 lim (:^’ 一 1)= lim(e^ ,M -l). 

• I — + 0 p+o 


利用1342题的结果，有 = 故得从而有 

^-♦4-0 r-^^-0 jr^+O 


[1345] lim j* 


解由丁 lim 


【 1346 】 


解由于 


【 1347 】 


.•…, 47 ； — lnx = k lim 丁 =是，所以， lim ， 

，+ 0 I "t" inx + 0 1 + O 


lar 
1 — J 


im(2 — j: 


=一1, 所以 


=e 
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<〆 一 lMnfl (^-l)ln6 


r-^O 


\n(a J — xlng) —\nifr 1 —xln6) _y a M 一 jlna 

P =1 ^T? 2T 


— xlnft 


lim- 


a 1 \n 2 a(a r — x\na) — (a r 一 1 > 2 In 2 a ff [r^bU^ — xlnb) 一 W 一 


-x\na) 2 


W-x\nb) 2 


= -7T(ln 2 (j —ln 2 6 ) ， 




[) 2 \ n 2 b m 
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所以， ^f^V = 

113541 煦(士-占) • 

供 把(士-^!)= 

【 1355 】 5( 忐 - 占 ). 


UlW 6 


e x -l -j 


,. e ^-1 _ r _ 1 

1) x^e x_ l + xe x ^?oe x (x+2) 2 4 


【 1356】 lim (cotr—). 
解 lim (cotr_ 士 ) = lii 


x—Iru ： — 


1 


=lm 


(j ： 一 l)lar x-ij —1 


= Iii 


= lim ： 


十 lar 


(j 一 1 ) + xlar x-i 1 +1 + lor 


xcosa- —5iar 
t -:- 

xsinj- 


lim ^ 

r-0 SI 


—xsiax —cosx |. — sinx 

— = lmv 


-osinr 


+ COSJ 


113571 巧 |jn (: t +^ T^T 

解 i^[inu+ yrr^'iii(ra] = ^ 


ln(l f j) —ln(a:+ >/1 f -r 2 


ln(l+j：) • ln(x+ y/\^ jc 2 


lim 


1 +x 


%/1+ x 2 


*= lim- 




l + x 


ln( J+ v/1 +T 2 ) + 


yi + x 2 


ln(l+x) — vl-Kr ln(x+ \/l+J 2 ) + (1 +j)ln(l+j) 


= lim- 


>/ l + x z 


一 1 


1 + 


\/l + j* 2 


ln(x+ vl+j z ) + l + ln(l 十 《 r> 


T - 


【 1358 】 lim “ 二一 ■ 〆 Ca>0). 


解 


x ~a 
,? 一 〆 


x —a 


= lim(a x lru 2 —flj 4 


(Irui— 1). 


113591 l»m (1+x)7 ~ C . 


* ㈤ ii± ^ e =^( 1 +y[;n^->(i+-)]: 


,• (l+«r) 2 l+x 

一巧 - 2 l - = — e 


1*^20 ix ) j = ~ y * 


113601 - (a>0). 


I. l+x 


-ln(l+x) 


x 2 


解 lim 


(a + x)"-a J 


lim 


(a~f-x) x [ln(a + a~> 十 ^ - 〆 Ina 


2x 


= -7 rlimi 


U +#[ ln ( fl + x >+ fl 士] Vu+y [土 + ? ^]一 


In 2 


I1361J lim (—arctarur) # 

x K 7 


解由于 











解由于 


Incosx—lnchx 


- taru—thj 

li 




=-l 


所以， i $(，) 

113671 

妇 .. lncha- tkr 

Wt “ni ^ 一 Iim p 一 I « 

- shj [J. (chx) ^^± (chx , 


riTT%- 

」 m ?! 


113681 lim(^t£：) W，k， . 


解由于 


,ln(l + eO-ln2 


e x 

IT? 

5 工 


，所以， lim( -^ e -) 


mhr 


【 1369 】 lim^[ ^TTTTT+T- yP+TTT • !nl^±£2]. 


解当 1- + 00 时，有 


^^^ = x [ 1+ ( t + p - + ?)] t = j [ 1+ t ( t + ? + p-) +o (t 

==•!：++ +0( 士） +0(1)= J+-|- + o(l) , •/ X 2 + J+ 1 =1[1+ ( + + 士 ) ] + 

〜[1 + ~|■( 士 + 去 )+0( 士 + ^)]=*r+j+o( + ) 十 d(l> = :r+ + + 0 ⑴， 


^)] 


W+J) 


-士 ln[y(l+:cO]«-l+ 士 ln(l+xd-l +。 ( 士 ) 


( 这是由于 lim ln(l +xe 


于是， 


- Vx l +x+l 


ln(e’+ j) 


= [ j+ + +o ⑴]一 ⑴ ] [ 1+o ( 士 )] 


==[:+j+o(l)] - [j ： + "|"+o(l>+o( + ) ] = -+ + 0 ( 1 ) ， 


从而有 


jjm TO [ y^r^n+T - " 十： + 1 • !n(e v 十吓 ， [-+ 十 。 ⑴] = - 

113701 lim [(x+a)^i-x ,f 7t ]. 


解当 


卜时，有 


1+ f ) T - 


e r x = 


= e # =1 + 0 (士） 


—x 


= e°*+ , = I+ 。 ( 士 ) ， 


并注意到尤 7 —1, 于是，得 


—x • z + j ： rb - 士 


(•r+a) 1 、 —x ，+ rr - = Cx+a)(x+a) T —x • x 7 ^ = (1 + 子广一 j •: r+ 

= *ri{(x+a)[l+ 0 ( 士 )] -x[ l+o( 士 ）] } = j：+ {[j+a+o(l)] —[x4-o(l>] > 
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= x 7 [ fl + o ( l )]， 

从而有 lim [( jr + fl ) 卜士 — Um {j：+[fl + o(l)]}=fl. 

x-^4-oo x^ + oc 

【1371】若当 x —0 时，曲线 ： y=/(^r) 通过坐标原点 (0,0)[ lim /( x > = /(0> = 0]， 且在此有斜角心求 


lim 人 


解 


= lim /(^)-/C0) =r( 0) = t an.->. 


0时， /( i )— 0,以及广 （0) 存在，如果 


* >所谓有斜角 CT 是指在 : r = 0 点有 /'( OJstana ， 注意到当 j 

再假定 / # ( x > 在 ： r = 0 连续•則也可用洛必达法則求得 

/ 

Vim ^ = lim ^- = / ’ （0) = tana . 
m—O T jt^O I 

【1372】若当 x - + 0 时，连续曲线: y =/(: r > 通过坐标原点（0,0〉[1丨111/(0：)=0]，并且当0<工< € 时， 
此曲线完全位于两 fi 线:及 : y = h (★关 00 〉所组成的锐角之内，证明 ： lim 0:^ = 1. 

x-^-4-O 

提示注意到 xlar — 0 ( 1 —+ 0), 并利用夹逷 准則. 

证 当+ 0时，有: rlru —0. 按题 设应有 

- kx <： f ( jc)^kx ( k >0 t 0< x < c ), 

而当 ： r >0 且很小时，有 InxCO , 故 

kx \ nx<i fix ) lnx < — Parlor f 

从而有 


当 x - + 0 时，不等式两端均趋于 e ° = l , 注意到 e ^ > lM = x ~ 》 •即有 lim 

【1373】 证明： 若函数 /(: r ) 的二阶导数厂(: r ) 存在.则 

•• Ax + A )+ f ( x -/ i )~2 f ( x ) 


( x ) 


h 2 


证 明思路注 意到务 / i — 0 时， 

/( x + A )+/( a ：- A )-2/( x )— 0 及 0, 

且分子及分母（視为 A 的* 数〉 都有导數，而分母的导数2/1又不为零 — 0,钽 A 关0>,故对 
f(x^h) + f(x-h)-2fCx) 


li 


h 7 


可使用洛必达法則，得 


原式 


， U + h )- f ’ U - h ) 

2 h 




一 h 麵 


[r<x)+/^(x)] 


(x). 


注意若对 （ *) 式再使用洛必达法則，得原式=+!^[/，(1+/»)+/”(：1：-/0].由于 /"( a ：) 仅存在而 

没有假设连续，故无法获得 /、 jr ) 的结果.这一点必須幻起读者的注意. 

证当 A — 0时， /( i + ZO + ZCr —/0 — 2/(1>一0及0,且分子、分母（视为 A 的函数）都有导数，又 


注意到分母的导数 2 A 关 0( A — 0但; 1^0), 故对 lim 

A— 0 

算，最后得证 


1U 


/(I 十/»> 十 /( jt — A ) — 2/ Cr ) 
h 2 


f ( x + h )^ fU - h )-2 f ( x ) 

h z 


f U+h)-/ ， U-h) 

2 h 


可用洛必达法则，并且继续运 


= ll^[ z (J 〉 ]=|[ru)+/" ⑺ ] =/"u). 

【1374】研究运用洛必达法则于下列各例的可能性 .• 
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(1) lim - 


(3) lim 


sinx 


( 2 ) 


+ sinx 


( cosj ：+2 sinx ) 十 e 


一 / 


(4) lim 


( cosx + siar ) f ^♦ oe ( a : + sirLrcosj ) e * 1,lx- 

提示 （1> 及 （2) 洛必达法刻不适用，但是原极限均 存在. （3) 及<4)不符合运用洛必达法則的条件，且原 
极哏均不存在. 


2 jsin 


解 （1) 分子、分母分别求导数，得商为 


此函数当时，极限不存在，因此洛必达法則不能适用•但是，原极限是存在的 • 亊实上，函数 

x 2 sin — , 


当: r — 0时^—及 *rsii 


♦0,于是 ，linv 


0 . 


当 


(2) 分子、分母分别求导数，得商为 

•400 时，上述函数的极限不存在，因此洛必达法则不能适用.但是，原极限是存在的.事实上•有 

1 一化 

x-oox + sinx 


= lim 


1 + 


(3) 如果运用洛必达法則，躭有 

2k ( cosa : + 2 sirur ) +e xl sii 


lim 


c " x ( cosj +» iar ) 


=lim 


-5 e 


— 2 xc 


〜 sin 2 j 


-2c- 


- lim (ye'^-hje'^^'siar-e ^^-cosxJ-O. 

这个结*是错误的.亊实上，若取 x , =抓+ ¥,则 limx _ = + oo . 对于数列 Ui| 丨，原式的分母 e 、 （ cos>riI + 


，- • S in(x.4-^-) 


>34(/1+ l〉n = 0, 而分子不为零，此时原式的极限不存在•从而 


对于 


，原式的极限不存在.原因是在求极限 lji ^ g 时，虽然/(^)及均连续且极限为零，但 

其导数在数列 A = mr ( n = l ，2, …）上两者同时出现了芩点.因此，一方面本题不符合运用洛必达法则的条 
件 * 另一方面也不允许在求极限过程中，用 siar 作除数，上、下约分后再求极限. 

(4) 如果运用洛必达法则，就有 

1 十 ： r + sinxcosx 1 十 cos 2 jt 


lim 


\ oo ( x + sinxcosx ) e ,w + cos 2 x+cosx • ( x + sinxcosx ). 


lim 


=lim 


-[2cos 2 x+cosx • (x+s«nxcosx)] [l + ^Cx+sinxcosx)]' 

由于 1 » siarcosx ^ x — 1 ，故当： r〉l 时，有 

eW [ 1+ ^^ +siarcosj 〉]|y 1 [+( 工一 1 )- 

(当』 

从而得 lim ? t j + sinjcos i . = 0 . 


，时） 


这个结果是错误的.亊实上，对于不同的数列 
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/• = 2mr 十号及 J： = 2 n ^ (”=1，2,…）， 

让” — + OC, 则分别取不同的极限+及1,从而原极限是不存在的.原因与（3〉的情况类似，只是注意到 COSX 

•的点列上（„=】，2,…）取值为零.因此，本題不符合运用洛必达法則的条件；当然也不允许在 

中间过程里，用 coso: 作除数，上、下约分后再求极限. 

【137S】 设有一弓形，其弦长为 A, 拱 A 为 A •半径为又有内接于此弓形的等腰三角形.若当尺不变 
时弓形 的弧氏 趋于零，求弓形面积与内接三角形面积之比的极限.利用所得结果推出弓形面积的近似公式： 

S^^bh. 

提示设弓形所张的中心角为 a, 則内接等*三角形面积为 

•^bh = R 2 (sin ~2~^ +sina) •弓形面积为 (c~sina). 

解如图 2. 50所示 .AB = 6,I>C=/»,ZAOB= a ,AABC 为内接 
等腰三角形，其面积为 

^bh — R 2 (sin - |~sino). 

弓形面积为 ■|~/? 2 U—sina). 

当弧长趋于零时趋 T 芩，于是.弓形面积与内接等腰三角形面积之比的极限为 

-h-R 2 (a — s\na) -^-(1—cosa) sin 2 ~ ( 今 ) 

lim ---:- - = - - = lim ---- lim^ -= 了 

R ^S'ny-ys.na； y(cosy 一 cosa; sm — • sin — 丁.了 

由此得弓形面积的近似公式为 S5 ^y - \ bh9n \ bh - 
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§ 10. 泰勒公式 

1°泰勒局部公式若：<1)函数/( I )在点 I 。的某邻域 |_ r 一 1。丨< € 内有定义 〆 2) 在此邻域内有一直 
到 (” 一1>阶的导败广 ( a 0, …, / < *- |> Cr >,(3> 在点 I 。存在”阶导数/°°( 1 。>，则 

爾 

/(j)= 2 Xo)^+o( (x —x 0 )")f (1) 

备 -o 

其中 '(广 ) 0 = 0，丨^”，”).特别地，当办=0时，有 ： 

/(^)= 2 ’ ■ • :!( 〜 + 0 ( ur). ( 2 ) 

在上述条件卜 ‘，（1) 式是唯一的. 

若在点 X 。存在导数 /<•" "(: T 。）， 则公式（1〉中的余项可以取为 〆 （（I 一 X 。）-—)的形式. 

从泰勒局部公式（2>•得出下列5个重要的展 幵式： 

I. 6: = 1 十 1+& 如 ..+^^ + 0(^*"); 

D. sin ： ry|^.. + (_ir- , ( 2 $;)! +W) ; 

ID. cos*r=l-|^+ … + ( 一 IV 
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IV. (1 +x>" = 1 + + ... + 


V . In( 1 +-r) 


=t— £l4-.« 


+ ( _ ir -i£l 


2 。 泰勒公式 若 ：（1) 函数 fU ) 在闭区间 0,6] 上有定 义》(2)/(0*〉在此 闭区间 h 有连续 的导数 
'(*!：),••• ，/”― 1 (•!：>; (3> 当 a<x<b 时，存在有限 的导数 / w ( 1 〉 ， 则 

/(jt)= 2 / - (J—q) 1 -t-j?.(x) Ca^x^b ) , 


其中 


I Ax) 


「a 十沒 (j —a)] 
n\ 


aY (0<d<\) ( 拉格朗日余項）， 


或 


r.(x) 


<0<9,<1) ( 柯西余项 ） • 


113761 将多项式 P(x)-l+3x+5x 2 -2x 3 改写为二项式 or+1 的非负整数次幂多项式 . 
解 P / (j)-3+10j:~6j: 2 , ^(-1) = -13. 

广 （一 1) = 22. 

P^(-l) = -12. 


广 (j 0 = 10 - 12 i, 
P^) = — 12, 


F (4) (j) = O f 
按泰勒公式有 


P(-l) = 5. 


/ >( J ~) = P(-l> + d i ： ! " -^( J +l) + /> ^ 2 yP ( > r+l) t + G( 3 j ： 1 ) (:r+l) 3 +i^( J ) 

这里兄 （： r)=0 • 即展开式中的余项为零 • 将上述结果代入，即捋 

P(x)*5-13(x+l)+ll(x+l) 2 -2(x+l) 3 . 

写出下列函数按变置 X 的非负整数次幕的展幵式，至含有所指阶数的项 为止： 

113771 的项 ./ 〜（ 0) 等于什么？ 


解 = + = • [1 一 /+«(. 

« 1 + 2x+2x z -2x 4 
/ <o (0) = 4! • (一 2)=—48. 

(1+X) 100 


： 6 )3 


【 1378 】 


Cl-2x) 40 (l+2x) 10 
(l+x) ,oc 


解设 /( 工 ）= 77^ 


(l-2x) 40 Cl + 2x) 60 
60(1 +x)"(1 + 6j) 


到含 x 2 的项 . 


•則 


/ U)= 


(l-2x) 41 (l + 2j) $lf 

60(1 +x) 98 (65 + 728x+2196x 2 + 48x 3 ) 


而 /(0) = 


(1-2x) 42 (1+2j) k 
/ C 0) = 60, r(0> = 3900 .按泰勒公式就有 

(l+x) lw 


( 1 - 2 j ) 40 (1 + 2^) 60 

【 1379 】 (a 〉 0) 到含 x 2 的项 • 


=1 + 60x+ 1950x 2 +o(x 2 ). 


解设 fU)= V^T^.Wl 广 ( ： r> = 丄 y /^ j)= ^^ )(a "+ J) ~ 


而 /(0) = a, f\0) = ~a 1 -, / ， (0> = ^^ 卜 2 •• 于是， 
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+ y<2x-3) j (1-3x-|-x 2 )-t , 

/’U> = 3(1 — 21+1’)-+— 知 (3 工 2 — 2)(1 — 21+/)-++ 音 (3x 2 - 
-3o:(3x 2 -2)(l-2x+x 3 )^T-f-|-(2x-3)(l-3x+x l )-T 
+ y(2x-3)(l-3x+a: 1 )-t-|y(2x-3) s (l-3x+x*)-| 


于足， 


/( 0 )= 0 , / ， ( 0 )= 0 , /"( 0 ) = + , /.( 0 ) = 6 , 

yi — 2x-f x 3 — v^l —3x+x* =-|-x l -f x 3 -^oCx 3 ). 


【1381】 


k 2n 2 


到含 x s 的项. 


出 2 工 -?〉+ ( . 2 ^ ^+^^ 


(2 jr - x *) 4 , (2 o ：- x 2 ) 5 


+o(x s ) 


= H -2 x - fx * 




【1382】 g 到含/ 的项. 

解当 x 很小时.令^^ = 1+△，则有 

其中4也很小.于是，^7^ = ^77 = ]^ = 1-厶+乂-乂+么 4 +0( 〆 ）. 


注意到 


△ 2 s=; ^ + : |~ + ^~+o(j: 4 >, W ■ 十 ^ *+0(?), 匕 


麵 3 


卜 f + 台 - #5 +0( 分 


【1383】 ■到含 x 13 的项. 


解 *^^^=[0： 3 -荞 + 葑 + 0(: 15 )?=小+(^ — f + 〆 ’))] 3 

qri + BS - y 、。 12 )) 一 ~ HS_f 4 ' oU,2) ) 2+oU,2) 


== 1 — — r . — - r * 

18 3240 

【1384】 lricosz 到含: r 6 的项. 


13 )• 
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解 lncosx = ln( 1 — sin 2 x) = — (si 


Y 


1 

2 


& - f ^ +0( :”) 2 ++(! 一 S ， S + 0 ( x 6 〉)、+( r — fi + ft + 0(j6) )+ 0(j6) 


其中用到： 


T2^ ~45 X 
( 当 0> •故 


: 6 ) - 


换为 0(/ 


【 1385 】 sin(sirwO 到含 j 3 的项 . 

解 sin(sinx) = siar— ^j^ + o(x 4 )=( 


x 3 


+o(y))-i(x-||- + o(x 4 )) 3 +o(^) 


= x — |-x 3 +o(jr J ). 

【 1386 】 tan_r 到含 _r 5 的项 . 

解当 *r 很小时，有 

sin-r —j- - i-J ： 3 4-j^x 5 +o(j*), cos:= 1 — 专 + 告 +o(*r s > =* 1— 厶， 

其中 + 很小，易见于是， 


6 r +120 

= ( I - j I J + 士 : 5 + 0 (/) ) ( 1 + △ + △: + 0 ( J ” ） 

= ( 广 +1，+士/ 十 °(/〉 ）（ 1 十 y +油 •)) 
=«/杨” • 


= ^ = “一 



【 1387 】 £ 到含 / 的项 . 


解 In 


In 


■fr + fT'fy +0(x，) 


= ln [ 1+ (- f + 盖一 ‘十。 (/>)] 

= (~T + ^5^s& +o(x， ) )-Y(-T + n5 _ 5fio +o(x，) ) 1 
+ + (一 T + ‘-^ +oU ‘〉)+° ( ?〉 

= _ T~ilo _ 2f35 4 ' o( ' r * ) - 


【 1388 】求函数 /(x)=vG ■按照 ： r 一 1 的非负整数次幂展开式的前三项 . 

解 / r ( x ) = ^=, 广 ⑺=-^^. /(1) = 1, / / (l) = i -, /"(!) = - 


T. 


于是,斤=1 + ~|•(: r _ l >_ + U — 1 )*+ 0 (U — 1)*>. 

【 1389 】 将函数 /(x) = ^-l 按照 x-1 的非负 整数次幕展开 到含有（ I- 】） 3 的项 . 
解 / ， (j-) = ^(14-lno*). 

/ / ， (x) = ^(l-flnx) 2 4-^-', 


/'ds/d + lnxP+Zx^U + liLiO+x^ 1 (^ + lnx). 
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而 /(1) = 0, /'(1) = 1，/’(1) = 2， /’(1) = 3. 

于是， x "-1 = ( x -1) + ( x -1) 2 + y ( x -1) , + o (( x - I ) 3 ). 

【1390】在点 _ r =0 的邻域中，用拋物线 （二 次多项式）近似地代替函数: U > 0 ). 

解七 =fl ， ^ L - o =sh f L . o =0 - > // L= 0 =T ch f L - a = i - 

于是 • flCh f = fl + S + ° Cr2) . 

【 1391 】按分式+的非负整数次幕展开函数 /( x )= yn ^- x & so ) 到含+ 的项. 

解由于 V 1+ ( T ) J=1 + T (?)~ i (?) +0 (?)' 

于是’ /(^)= v / TT 7 r - x = x < N / l - h (- j) Z 

【1392】求函数 /(/O = ln(:r + / i )( jr >0) 按增堆 A 的非负整数次幕的展开式，到含沪的项 U 为正整 

数). 

解 l n Cr +； i ) = ln[:(l + +)] = lrvr + l n (l + + )« lar + + - S 7 + £ I — + (- ir - S + 0 ( A ”. 

【1393】设 /( x + A ) = /(: r >+/ i / , ( < r ) + …+ ^/《_，（文+ 你） (0<^<1) •且 / “*”（ i ) 參 0. 

n ! 

证明： 1^ = ^ T 7 - 

证明思路将/(1+/0展开到 M + 1 , 并与超设比较，可得 

吾广 > (J + ⑷ = 荇/⑷⑺ +^ 7 T / , ”"( i )+ w 1 ). 

再利用高阶导斂的定义即获证. 

证按题设，我们有 

/( I 十 /!) =/( d + A / ，（1〉+… + $/<■> (工+你>， 

n ! 

其中0<0<1.又因 / ull > (« r > 存在，故 

/(: + / l ) = /(:)+/ l / / ( I > + …+ ^/⑷⑺ + ^^ yy /( •十” ( d + W ，. 

比较 t 面两式，得 

$/(•》 （1+ 枞> =$ 广 ，（: r ) + / ( - +,) ( x )+ o ( A ^ 1 ), 

从而有 

, . -广(-匕 土广+” w + n ! e ^2. 

由于丨二 ( A ) =/^1> U > 关0,故由上式知 limg 存在，并且 

A — 0 UR 4—0 



【1394】估计下列近似公式的绝对 误差： 

(1) e'^l+:r+^ + … 当 0«1, (2) siar^x-y . 当 

(3) taax^:r+ ; y, 当 | j ： | <0. 1; (4) vTTx ^ 1 +^ • 
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当 0«1. 



解用拉格朗 R 余项公式估计误差 


C •十 


idx) 


(1) 由 /( 文） =〆 及 0<x<l •得 

尸 (•+” （办） = # <e . 


(0< 沒 <1 乂 


于是，当 0<:r<l 时， 


|/? - +,<x) l< ： ( n -hl)! 1 x| ^ 1< (n+l)! < (n+l)!* 


(2 ) 由 /(aO^siar ， 得 


I / <5) idx) I = I sin(^j+-|-7r) | ^1. 


于是，当 |*r|< + 时 • 


I 見 ( i ) l<jr I J I S <^ - ^ 


3840* 


(3 ) 由 /(I〉 = taor , 得 




COS 2 J 




v 2 siiur 
r) = — j-t 
cos 3 j 

r 、 24 sinx 8 sinx 

( x)* —— j - j-t 

cos'J ： cos y x 


16 , 120sin 2 


im 

TZT f 


/ ⑷⑺ =謗 


240sinj , 720sin 3 j 


因为 / is> («r> 是偶函数，又当 0^i<0. 1 时 •/ … （幻>0, 所以 ，广 “Cr) 在 j — 士 0. 1处达到 M 大值，注意到 

/ / (0) = 1,广(0) = 0,厂(0>=2, /…（0〉=0, 

及 


0. l = l-sin l 0. 1>0.9, |/ <5> (x) |<^| + 


120X0. 1 : 


< 20 . 


于是， 


I 尺“川<^- 


X20<2X1(T 、 


(4) 由 /(jOsyTTT 及 0<j<l •得 


于是，当 0<x<l 时 , 


|/? S (X)|<| - - 


【1395】近似公式 cosr=l —+对于怎样的 x 精确到 0.0001. 

解误差厶.按题设霱 i ^ H < 0 . o 001 ，于是，卜丨< 0 . 22134( 径） 

【1396】利用泰勒公式近似地计算并估计误差： 

(1) ^30； (2) ^250; (3) '^4000； 

(4) (5) sinl 8°, (6) lnl .2, 


(7) arctanO. 8 ； 


(5) sinl8 , 

(8) arcsinO. 45 ； 


(6) lnl.2 ； 
(9) (l.!) 1 **. 


解⑴游 = 3(1 + j ) 士〜 3 1 +j • j + - 3 _ ( I ，' ( y ) ? V 3 » 107 〜 
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△<3 


(2) ^250=3 


(y ) 3 =«2. 54X10' 


( O 1 - 

_ 


1+ + • Wz ^^ f \ 一 ■( sa ) 2 ]^ 3 - 0171 * 


△ <3 •击 •+ . + • + • (盖）〜 3 . 45X10 ' 

(3) 1 ^000=2( l - T | 5 ) A -2( l-i . ^)^1.9960, 

△ 〈 (ll^T^T^ 5 . 625 " 00 ' 

1_ 128 

⑷ V^*l +++W+ 吉 (j)* + 古 (+)*+ 六 ( j) S + A(+) 、 l. 6 «72 
^ 4( + ) 7+ A( + ) 8+ “ • 〈六 ( + )’ • h … X10-. 

1 r\ 0 r\ 


T 2 


sini8 、^_ A (^) 3 + A (^)、 0 . 309017 ， 

△〈A (吞 )、 6xi0 ' 

lnl.2 = ln(l+0. 2X2- + (0.2>* +j(0.2)*- + (0.2 〉 4 ++(0.2> s - + (0.2〉 s + + (0.2 )， 


勿 0.182322 ； 


^<-g-(0.2) 8 ^3.2X10 -7 . 

(7) arctanO. 8^0. 8-y(0. 8) s + -|-(0. 8) 5 -y(0. 8) 7 + … 一点 (0. 8) ,9 々 0. 67474( 弪）免 38 。 39,35, 


4 (0 . 8) % 2 . 6x10 -.. 




^0. 46676(K)^26°44 , 37 # l 


:忍二 (0 . 45)1 ， 


<^(0.45) ,s [l + (0.45) , + -]<^(0.45) ,s 


1-(0. 45) 


^^5.26X10 


(9) 亊实上，只要计算 lnl.l. 


InKl = ln(l+0. 1)=0. 1- ^^ + … + (0 - 1} -^0. 0953. 


取五项，所以（ 1.1> 12 = 


2 _^1.2lnl. 


勿 1.12117; 


△ =^e 12X0 0953# (0. 0953X 1. 2) 4 <7. 9 X 10 一 ‘ 


113971 计算： 

(1) e 精确到 10-» 

(4) 〜尽精确到 10_ 
解⑴ A=t^t 


(2) sinr 柄确到 1(T 8 ; 
(5) lgll 精确到 1(T S . 


(3) cos9 ° 精确到 10 


+ ^yi+." < T^ 1 iTf( 1+ 土 —••）= 


1_ ^TT 


n n 
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要 厶<10- 9 •只要 rz ! n >10 3 , 即只要•于是 


e~l + l + 7 rr + Trr + … + 718281828. 


<2) △ < (2nil)!(lf5) • 

要 d < HT -， 只要^^(品广 1 <10'即只要必•于是 • 

sinl ^ Tfo - A ( lfo ) Uo - 01745241 - 

(”△〈☆(竞广 

要 ^<10-* ，只要(壳 r < io _5 ，即只要 n > 2 - 于是， 

cos 9^1-^(^) V ^(^)^0. 98769. 

(4) V5=2(l + i) 7 , △< 2 2 :，( l 2 (:; 1 1 > > ! ! ! ( + ) '• 

要 d <10-， ，只要 2 2 .(, 2 T^f 沿 (+r '<10' 即只要 »^4. 于是， 

心 2[1 + + . +-器 T ( + )、5 KI T ( + ) 1 ] as2 - 2361 

(5) !gll = l + lg ( l +0. 1), 厶<士(0. 1)-'. 

要厶 <10 - S •只要 ^ q (0. 1)_ + I <1( T *, 即只要 n 彡 4. 于是 • 


_ _ 
lgll^l+ 0. l-yCO. l)*+ + (0. 1) ， -~ <0 - 1)4 


• IMO 


〜 1.04139. 


利用展幵式 I 〜 V . 求下列 极限： 


【13981 


COSX — 




|. COST 

Iim - 


-e-4 .. f 1 一 fi + n + 。 ^)] 一 t 1 一 • t + o(x4) ] 


r (4T~4T2|) J<+0(j4 
Iim A 


12- 


C 1399] limply 


解 |im elsm £ ^n±^ = I . m 

X x-^0 


-^ x 3 + o ( x 3 ) 


^14-J+ly 4 -o(j: j ) J • jy4*o(x 4 ) J —j(1 +j) 


【1400】 Iim 




Iim jT ( \Ar+l + Vj ：~ 1 —2/r)= lim x7 [jrl (1 + + )+ + jT (1 一士 ) 士一 2 
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= - [+ +0 (+)] = -+. 

【1401 】 !im ( Y 7 T ^- 

了一 + oo 

解 乂也 ( h + / — 々 ；)= [(1++广一 (!一+)‘] 

= ji ?，[( 1+ 6- 点十。(+))_( 1_ 占-点十。(+))] = ![+ + 。(+)] = +. 

【1402】 Jim [( x 3 - x * + y ) e -- 
m lim[(x 3 -x l +y)e-- V^Tl] 

= ^[( j! - J，+ f )( 1 + T + 2 ? + 6 ? + 0 (?)) _；rJ ( 1 + 2 ?- 8 ^ + 0 (^))] 


11403] 

解 

=lim ^- [^( 1 4-xlna + ^-10 2 04-0<^ )) + (1—xlna + ^j-l^a + oCx 2 >) — 2 J 
D lim [ln 2 a+ci(l)] a -ln 2 a (a>0). 

x— f-o 

【1404】 | im [ x - jMn(l + ^-)]. 


lim 

r-» fO 


X 2 


(a>0). 



解把0-^(1 + 士)]=胜卜一 P ( + -2+ + 忐 + 0 ( 各 ))]= 把 [ + + 0 (士) ] = f 

【1405】 ^;). 


解 “ m (丄一二！ 

v x sinx/ ，—❶ jrsinx 广 * 0 工 ( 文 一王 1+ 0 ()) 


-^rx+o(^) 

l!2J l+W) =0 . 


11406] lim-~ (~ —coU:). 

解 ^ T ( T ~ co ^) = ^ T [ T -"( T - f ~ S +0<x3) )] = l i r ?[ T +0( xJ ) ] = s T - 


当 x —0 时,求出无穷小置 j 的形如 Cx _( C 为常数）的主项 ，设： 


I 1407 J v™ tan(sirur) — sin( tarur). 


解 


sinj ： — x 




fr + …，咖〜«+舂 




从而， 


y — (sinr 十 -|- sin 3 : r + 吾 sin s j ：+ 盖 sin 7 ： r + o ( sin 7 : r )) 

— ( tanj — jj - tan 3 x + ^ j - tan s j — ^ j - tan 7 x + o ( tan 7 x )) 

= [( x_ i j3+ llo j5 ^i x7+o(x7) ) + i( x ~T x5+ Tfe^ _ 5^ x7+o(j：7) ) 3 


Is (' r ~~T x 3 ' l "Tlo' rS_ 5aio x +o(x 7 >) + 去(^―夸 + 命 一 ^^+0(/))] 
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故: y 的主项为 fj . 


【1408】 y ^ d+JcV 


解尸 


_ 〜 rlii(l 十 j：> — 




=1 + ^J： 2 — ^^-©(x 3 ) J + o(j- 2 — ^-+o(x 3 ) ) — 1 = j 2 +o(j- 2 ) 


故主项为 X 2 . 


[14091 


(1+r) 


解广1- 


-e 一了…》 


[1+ (-专 + o ( j 〉）+0( -专 + 0< X ))]= 专 + o ( JT ) ， 


故主项为 


【1410】当选抒怎样的系数 a 与6时•簠: r 一 （a + Acosdsiar 对于 x 为5阶无穷小？ 

提示将责 X — (a-+-6cosj)siiu* = x—asinj— ~|~sin2x 展 开到 *r\ 

解 j— (ta + /»cosj)sin-r = x — <2 [_£l + £l +o(x . ) ]-|[ 2 _^ (2j)a+ ^ (2j)1+o( ^ 

= (1 _^ 6)j+ (^ + |) x 3.( t |_ + ||) x s +o(j s )> 


要此 M 对于 i 为 5 阶无穷小，当且仅当 


— a — b=0. 


解之，得 a = f , 6=~ y . 

【1411】假设 |: r | 为小捃，推出下列各式的简单的近似 公式： 


⑴ W~CR^^) 2 (R>0) 


(2) Vr^f^VrS 


(4) 


ln ( 1+ lfo) 


解 （1) 


F~(^T ； 



^=^[ i ~( i4 -f) ]*M 1-1+ 营 ] = l^ 


2 x 

3(1+7) 


3(1-x*)^T x, 


⑶ 外乂 + 点 厂 : 蝨 ; 


ln ( 1 + Ioo) ioo~ 


20000 


ln2 100ln2 70 

々 - = - ^ — • 

X X X 

Too 
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【1412】假设 j : 的绝对值为小最，推出形如 a : = ( rsinx - f /? ianx 見 楮确到 
应用此公式近似地求小角度的弧长. 

提示仿1410题的解法. 

解 x = a [ x —4-^ x 4-^- + ^-+ o ( x s )j 

=(。+卢) x — ( "I ■—音 ) x 3 + ( 盖 + If ) / +0(/) ， 


项的近似公式 


所以 




0 . 


要此近似公式精确到？项，当且仅当 


l-Q-p^Ot 
S _ ^ = rs 


解之，得 a = 


丁是，近似公式为 




iinx+ T 


taar * 


孤长=中心角 X 半径，设中心角为 X, 半径为 R ， m^^ = Rx^ S \njc^f 
公式. 

【1413】佔计下面的切比霣夫法则的相对误差 ：圆弧 长近似地等于 

以此弧的弦为底，以其 拱商的 为卨的等腰三角形两腰的和. 

解如图 2. 51所示 

BC= Rsino* BC 2 =R 2 sin 2 <r=~-(l —cos2a) t 

DC * Vt EC ^ Vy ^ (1 * cosa ), 

DC 2 = +/? 2 (l 一 2cosa+cos 2 aO=l^ (2 — -|-cosa+ -|-cos2ff ). 

BD 2 = /3C 2 -f- ZX^ = R 2 ( |- - -|-co S «+ -|-cos2a ) 

== 叫 | 一音（ 1 一 + 02+ 去 04 一 —。 6 ) + +( 卜 2 « 2 + |^-‘ ） }+0(«’) 

-i? 2 (a*-^a # )+o(a T )-/?v[l-ia 4 +o(a 5 )]=J?V[l-^], 


此即小角度的弧 K 的近似 


于是， 



B 


其中 


从而得 


HD^Ra yr :: Z = R ff [l-y^4-o(^)] = Ra[l-Y|^a < +Co 5 )]. 
I BE-BD| = | Ra-i?aJ-^ + o( a 5 )]| =^R + o(a 6 ). 


因此，所求的相对误差为 

AB - CAD + DB ) 

^*s - 

AB 


2 BE -2 

= x»s" 

2 BE 




可见 o 愈小，相对误差就愈小，就愈精确. 
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§11. 函数的极值.函数的最大值和最小值 

1° 极值存在的必要条件 若函数在点 A 的双脷邻域中有定义，并且对于某区域 0 <|x — 工。|<占内 
的一切点 F 列不等式分别 成立： 

/(了></( 1 。）或 / Cx )> fUo ). 

则称函数 /(or) 在点 X 。 有极值 { 极大值或极小值）.在有极值的点导数 /'(1：。>=0 (若它存在〉. 

2°极值存在的充分条件 

第一法 則：若 

(1) 函数 / Cr ) 在点々的某邻域 k - x 。 丨<占内有定义并且是连续的，且在点 X 。，导数 f f Cx o )=0 或不 
存在（临界点 ）》 

(2) / U ) 在区域0< U — ; | <5内有有限的导数广(: r >; 

(3) 导数 /'( d 在 t 。 的左側与右側有固定的符号.则函数 /( x ) 的性质可用下表表示出来： 



第二法则：若函数 /( h 有二阶导数 /"(* r ), 并&在点: r 。 下列条件成 立： 

/'( A > = 0 与 /^( a - o )^ O , 

则函数 / U ) 在此点有极值，并且当/"(办）<••吋 ft 极大值，当/"(_*:。>>0时有极 小值. 

第三 法則： 设函数 /( r > 在菜 区间 \ jt - , ! <d 内有导数 /' U ), …，/…” U ), 在点 X 。有导数 
/⑷ （為>,并且 

f m Uo)=0 U . 一 1>. / <->( Xo )#0. 

这时 〆 1) 若”为偶数，则函败 /( d 在点有极值•并 R 当 /^( xoXO 时有极大值》当 / < - , ( x 0 )>0 时有 
极小值； （2) 若; * 为奇数，則函数 /( z ) 在点: r 。 无极值. 

3°绝对极值在闭区间 0,6] 上，连续函数 / Or ) 或者在其临界点（就是导数 /'( x > 等于零或不存在的 
点）达到最大 （ M 小)值，或者在所给闭区间的瑙点 a 和6达到圾人 （圾 小）值. 

硏究下列函数的极值： 

【1414】 ： y =2 + x 一： r 2 . 

解：/= 1一21， 令:/ = 0得••由丁/=-2<0,所以，当 《r = j •时，函数: y 取极大值 

—i-1-f 

【1415】 y =( x - l ) 3 . 

解由于 y = 3 Cr — l 尸 >0( 除 外） ，即函数始终上升，故函数; y 无极值. 

【1416】 y ^ ix - i ) 4 . 

解：/ = 4( x - l ) 3 , 令;/= 0得: r = l •当 x < l 时 y <0, 当 文> 1 时:/>0,所以， 函数; y 当 i = l 时取极 
小值 y=0. 

【1417】 y = x m (\-jcr (m 及； I 为正 整数） 

解題思路要区分下列四种 情况： 




(1) 在 jt =0 处，若 m 为 保数. 

(2) 在 z = 0 处，若；/!为奇数 • 

(3>在： r=-^ 处，不论 m、” 是奇數还是偶數. 

m 十 n 

(4) 在处，若 n 为侷数或若 n 为 奇数. 

解 y =x" 1 ( 1 —x) n 1 [m — （m + n)j] •由 / = 0 得 x=0, x = 1, J — 

(1) 若 m 为偶数.则当 0<x<-^ —吋， y>0 •当： r<0 时， y <0 •所以.闲数： y 在 i = 0 处有极小值 

771 十《 

尸 0. 

(2> 若 m 为奇数.则：/在 or = 0 邻近不变号，故无 极值. 

(3) 不论//1、《是«数还是偶数时，由于当时，：/>0,当 ^^<« r<l 时，/<0, 

所以，函数#1=;^处有极大值 • 

(4) 同理，容易得知：若〃为偶数时，则当1=1时有极小值.若/ I 为奇数.则当时函数 _ y 无极 
值. 

【 1418 】 y = cosj- + chx. 

解 〆 = — siiLr + skr •令 >/=0得 x = 0 .由于 

/= — cosj + cKt ,/ (0〉一 O./^sinx 十 shjr，y’（0> =0,y o =cos«r+ckr,y° (0) = 2>0, 

所以，当 j = 0 时有极小值 y ^ l . 

【 1419 】尸 （: r+l)V. 

解 y = c-Mx4-l) 9 (9-x), 令 / = 0 ,得 1= 一 1 或 *r = 9 •由于 
当工 < —1 B 、 f, :/ <0, 当 一 l<r<9 时， :/>0, 当 :1*>9 时， y<0, 

所以，当 _r= 一 1时有极小值: y =( h 当 x = 9 时有极大值 > =10 , °c- , ««1234000. 

【 1420 】尸 (1+ 文 + 許 + — + 3) € ” （”为正稱数). 

提示同1417題，要讨论 n 的奇课性. 

解 y = -~ Ve_，〆， 令/ = 0得 1 = 0. 
n ! 

(1) 若”为 偶数，山于/<0 〈除 _r = 0 外），故当1=0时 函数; y 无极值. 

(2) 若 n 为奇数，則当 《r<0 时，：/>0,当 i>0 时， ：/ <0,所以，当2 = 0时冇极大值: y = l . 

【14211 >= k|. 

提示注意轟数 ： y = | x | 在 _r = 0 处不可导，因此，无法使用导数来求极值.但可以直接从极值的定义 
出发，求得在 x = 0 处兩數有极小值义= 0. 

解 当 r = 0 时，得: y=0, 又在 1=0 的邻域内对于任意 *r 关 0, 恒有 : y= | x | >0, 所以，当 jr = 0 时函数 
有极小值 y = 0 . 注意,/ | x _。 不 存在. 

【 1422 】 y=xi([-x)i. 

解 y=o 得：■•因为 

当 1<0时， y>0 •当 0<：r<>| ■时，/〉0,当+<工<〗时，：/<0,当 X>1 时，/>0, 

所以，当1 = 0时无极值：当 ：r="| •时有极大值 ：y=+}T々0.529 t 9：r=l 时有极小值 ：y=-0. 

【 1423 】 设 /(x) = Cx-x 0 )>(x) U 为正整 数）， 

其中函数 pU) 当1=1。时连续，且 < pU o )^ 0 . 研究此函数在点 x=x 0 的极值. 
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解题思路由于 p ( x > 在1 = 处连续且 〆 : r 。） 爹0,故在点 I 。的充分小邻域 U 。 一占，工。+幻内9(*20与 
y )(: r 。） 同号，且 /( z fl ) = 0 .因此， / U ) 的符号与 n 的奇供性及 〆X 。）的符号有关•为此，可直接从极值的定义 
出发，对”为奇数或偶數及 〆X 。）的正负，分别求极值 • 

解由于 〆 •!■)在点1 =又。连续且 〆 1。〉#0,所以 ，9>( x > 在点 I 。的充分小邻域 Uo -心 ： ro + 幻内与 
# 0 ：。）间号.于是, /( x ) 的符号与 n 的奇偶性及 〆 x D ) 的符号有关 • 

(1) 若”为奇数，则当 x 经过 ： r 。 时，函数 /(: r ) 的值变号，所以，在 i =* r 。 时没有极值 • 

(2) 若 n 为偶数，则 U — 1 。广 >0 ( j # x 0 ). 因而当 <p(x Q )>0 时，则 

/( x »/( i 0 )=0 (0< U — jt 。 丨<幻， 

所以，当时有极小值/(々）= ()• 

当 史 (^。><0时，则 

/( x )</( j ： o)=0 (0<| x - J O I <d、， 

所以，当 o —; 时有极大值 /( x fl ) = 0. 

【1424】设 /( 工/'(文> =^^ 及: r 。 为函数 /( x ) 的临界点，即 P x ( x o ) = 0, Q(x o )^0. 
证明： sgn /~<: r 。〉— sgnP ^ j 。）. 

提示容易求得 / 〃(: r 。〉^^^， 且注意（？（為）> 0 ,故有 sgn / <， ( x 0 ) = sgnP / ( xo ). 

证因为 

r( UKf ( x )-2 Q ( t ) Q / ( x ) P ,( x ) 

J 0 ^ 77 ) • 

于是 • 

f"f x )— p ' 1 ( Jo ) 
f ( 0> cfix.r 

由于 (之。〉>0,所以有 sgn /^ x . J - sgnP ^ Xo ). 

【1425】可否断定：若函数 /( x ) 在点: r 。 有极大值，则在此点某充分小邻域内，函数 /(*r) 在点 X 。 的左 
侧递增•而在其右俩 递减？ 

提示不能断定.例如，嘉教 

[2 — : r *(2 + sin 丄〉， x ^ O , 

/(: 叫 J 

( 2， x=0. 

在点 x =0 有极大值/<0)=2,但在该点的充分小邻域内 /( x ) 为振蕩的.即时递增时递成. 

解不能断定.例如，函数 

~ [2 — : r :(2 + S iri 丄）， x^O t 

/ <^> = i x 

I 2, x=Ot 

则 /( x )-/(0) = - x 2 (2 +sin 士) <0 ( x € (—办，扔, x ^ O ). 

所以，在点 x =0 有极大值 /(0) = 2 .易知 

/ / ( x ) = cos --一 2 i (2 + sin 丄) ( x ^ O ). 

•X* %xr 

故在 z =0 的任意小邻域内 /'(: r ) 都时正时负，故在 J ： = 0 的左侧或右侧的仟意小邻近 /( x ) 都是振荡的（即 
时递增时递减〉. 

【1426】证明 ：函数 /( or > = *[ e ^ ’ X ^ G， 在点有极小值，尽管 / , - > (0)=0 ( n = l ,2, —). 

[ 0, x =0 


作出此函数的图像. 
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又由 /( x )=/(- o：)t iim /( x ) = l 可知，/( 1 〉为偶函数，>=】为渐近线 

X 


(图 2 . S 2 ). 

【14271研究下列函数的极值并作出其图像: 


(1) /(:>=- 

[ e ' ITT (V2 +sin —) 

t x^Ot 


1 0, 

x =0 i 

(2) /(j) = - 

C~ 1 TT ( V ^ + COS 士) 

! t x^Ot 


^ 0, 

x=0. 

解 由于 s 

in 士 <i/2 . cos -j- 

及 e_TiT>0, 所以，对于 （ 1) 和 （ 2 > 均有 /(x)>/(0) (x^O), 


故当 ar =0 时这两个涵数均有极小值/(0>=0•对于1关0,(1>和 （2) 均存在广 U ), 但易知无解， 
因而无其他极值. 

它们的图像分别如图 2.53 及图 2.54 所示. 



图 2.53 




-r^Ot 

x =0 


解由于当 x 关0时，恒有 /(: r )>/(0)， 故当 :r = 0 时函数有极小值/(0) = 0,其图像如图 2.55 所示， 
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它对称于 0 ：y 轴，又当 X — 0时， / U )—0. 


i y 



求下列函数的 极值： 

11429] y = x 3 -6 x 2 +9 x -4. 

解 / = 3 〆 一 12: r +9, 令:/=0得: r»l 或 3. 

因为 /=6 i — 12, /(1) = 一6<0, /(3) = 6>0, 

所以，当 t -1 时有极大值 y=l — 6+9 — 4 = 0:当: r =3 时有极小值 y =3 3 -6 X 3 2 +9 X 3-4=-4. 
【14301 y^2x 2 -x\ 

解 y = — 4: r 3 , 令 y = 0 得 JT = 土1 或 0. 

W 为 / =4-12 x 2 ,/(-1) = -8<0./(0) = 4>0,/(1) = -8<0, 

所以，当 x =- l 时有极大值: y = l ; 当 x =0 时有极小值当 _ r =； l 时有极大值: y = l . 

11431] y = x ( x - l ) 2 ( x -2) 3 . 

解：/ = ( 1 一 1 )(:«:— 2 ) 2 ( 61 2 — 101+2).令：/ = 0得1=1,2或 

0 

因为当 o :< 时 ，:/ <0,当- 5 - ~~ < x < 1 时，:/>0,当 1<:< 匕+ ~ ^ 时，:/<0, 

当 5+ L ^^< x <2 时， y >0, 当 ： c >2 时，:/>0， 

所以， 

当 t = 5 ~/ T 3 ^ Q . 23时有极小值 ^-0. 76;当 x = l 时有极大值: y =0; 

当43时有极小值 y ^-0. 05,当 _ r =2 时无 极值. 

【 1432 】 

解 y = i —士•，令 y = o 得 了=士1. 

因为当 X <— 1 时，/>0,当 _10<0 时，： y ’<0, 当 0< X <1 时， y <0, 当： T >1 时，:/>0， 
所以，当: r = — l 时有极大值： y = — 2;当1=1时有极 小值； y =2. 
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【1433】 尸 


2 x 


解 y = f ^^， 令 /= o 得文=士1. 

因为当 1<一1 时，: y '<0, 当_1<1<1 时， y>0, 当： r>l 时•:/<0, 
所以，当: r =_ l 时有极小值 《 y =_ l ; 当时有极大值: V =1 


【1434】 


- r z 一 3« r +2 


解 


5 j — 7 
( x +1) 3 



因为当 一】< i < + 时 ，:/ <0,当 x >| 时，:/>0,所以，当 j ：=~| •时有极小值 ： y = —古. 


【1435】 y = y/lx — x 1 . 

解 , ，令：/ =0 得文=1. 

y / lx - x 1 

因为当00<1时，_/ 〉 0,当10<2时 ,y<0, 所以，当1=1时有极大值: y=l. 
其次，由于函数: y 的值不为负数，故当 •r = 0 及 x =2 时•冇边界的极小佰: y =0. 
【1436】 y—x 一 1 • 


解 y - 4 广 3 令 ' =( ^ J = 寻. 

3(2—1)+ 4 

W 为当文<«|•时 ，:/ <0•当•时 •：/>() •所以，当: r ="| •时有极小值: y =->|^ 勿一 
此外，对于 y - oo 的点也珂能有极值.但在此败中•当: r 经过丨时，导数不变号，故当 


.47. 

=1时无极值. 


【1437】广 _rf 

解 y = c_'(l — 令：/ = 0得 x -1. 

因为当 x < l 时，/>0,当时， y <0, 所以，当 * r = l 时有极大值 : y = e i 々0.368. 
【1438】 y =^\ ujc . 

解 y = -4 =(lnx + 2 )， 4 ：/ = CM^:r = n 
2 vx 


W 为当 0< Cr < e ^ 时，:/<0,当 j>e 2 时，：/>0, 
所以，当 x = e 2 免 0. 135时有极小值 ： y = — +勿一 0. 736. 


又因当 OOC 1 时•: y <0, 而 liijiy^lar = 0, 所以，当 x =+0 时有边界的极大值 y = 0 . 

I 1439 J : y - 宇. 

解 y = 21 ar ^ ln^r ^ y = Q 得 或 〆 . 

因为当 0< x<l 时，/<0,当 10< e 2 时•/>()，当 6 2 < 1 <+ 00 时，/< 0 , 

所以，当 x = l 时有极小值: y =0; 当 x = e 2 ^7. 389时有极大值 y =-^^ 0 . 541. 

【1440 】 y = cosx + y cos 2 x . 

解 y = 一 sin _ r(l + 2 cos > r > ，令 _ y '= 0 得 x—kn 或士 _ + 2务7：(务= 0, 土 1 ，士2,… >• 

因为 /=-cosj—2cos2x. / | … ， =(― 1)* 十 , 一 2<0, / ^ ^ = y + l>0. 

所以，当1 =姑时有极大值: y =( — l )* 十当士 ¥ + 时有极小值: y =- j . 
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⑴ 41 】 y=T^r^ 

解当 ^ = a = 0 , 土 1,…）时， sinx =0, 所以，此时有极大值: y =10; 

当了= (^-4- i )^ (々 = 0•士 1，…）时， | siiu :| =丨，所以，此时有极小值 y = 5. 

【1442】 arctaru — -^- In ( 1 + x 2 ). 

解 ：/ 令 ：/ = 0 得: r = l •因为当 i <1 时 ，:/ >0•当: r>l 时 •：/<(); 

所以，当 ： r = 1时有极大值尸 子 - yln 2^0. 439. 

【1443】 y = e J s \ nx . 

解 j / seMsinr + cosj )， 令/=0得: r = 一•^十2是 r 或孕 + 2*7 r (走= 0,士 1，…〉- 

因为 / =2 e * cosx , /| x -_ f ^>0, /|户心糾<0, .. 

所以，3 := 一 f + 2 h 时有极小值 f e 当 x =^ + 2^ 时有极大值 y =^^ u \ 

【1444】>»= | x | e _ . 

解当 jCO 时，： y =— Je ， 一 *, y = —令/一0得 一 1. 

闪为当 jC — I 时,:/>0,当一 10<0时，:/<0,所以，当1=一1时有极大值 : y = e 2 々0. 135. 

又当 0<： r < l 时，有 

>- xe x ~ , , /- U + Dc ^ X ), 

所以，当 x -0 时有极小值 y =0. 

而当时，有 

y = xe , '* r . y =(\- jc ) e l ~ J <0. 

所以，当 >1-1 时有极大值 ; y = l . 

求下列函数在所给闭区间上的最大值和最 小值： 

【1445】 /( x )=2、 在闭区间[一 1， S ] 上 ■ 

解由于•故 /(; r >=2« 在[一 1，5]丄递增.于是，它的最小值和最大值分别为 

m =2 -*-y 及 M =2 S =32. • 

【1446】/(1)=/一41 + 6，在闭区间[一3,10]上. 

解 / / ( x )=2 x -4, /"( j ) = 2. 令 /'( i )=0 得 j *=2. 

由于/"<2)=2>0,所以，当^=2时有极小值/(2)=2.因为这是唯一的极小值， 因此也 就是敁小值, 
即 m = 2. 

又由于/穴 x )>0, 曲线呈凹状，所以在端点取得最大值，从而， Af = max {/( — 3),/(10) } =66. 

【1447】 /( x )= | P -3 I +2 丨在闭区间[一 10,10] 上. 

解由于/(^)>0,故对于在区间 [-10,10] 上能使 /( x ) = 0 的点取得 最小值 .由/一31 + 2 = 0得 
1=1,2. 即当1=1,2时，函数取得最小值 m =0. 

其次，/’⑺ = (2 jt — 3) S gn ( j ： 2 — 2« r +3), 当 •时，/ ' Or )>0, 当 ■ l-Oa 时， /'( x ><0, 

所以，当 •时有极大值 + — } = 132. 

【1448】 fix ) = x +-^ 在闭区间 [0. 01 ,100] 上. 

提示 利用1432 题的结果. 
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解利用1432题结果知 /(: r > 当 , r = l 时有极小值 /(〗> = 2. 

由于在此闭区间[0.01， 100] 上 / U ) 为唯一的扱小值，因此也就是最小值，即 rn = l. 
其次，最大值 M = max {/(0. 01 ) , /(100) > = 100. 01 . 


【1449】 / Cr )= 在闭区间[― 〗 ，1]上. 


解 




v /5 — 4. 


< 0 . 


因此，函数 /( i ) 在[一1，1]上递减，所以，最小 值和敢 大值分别为⑺⑴=1， M =/(- l ) = 3. 

求下列函数在所给区间上的下确界 （ inf ) 与上确界 （ sup ): 


【1450】/(1>=0^°心 ，在区间 （0, + 00)内. 

解当： r€(0,+oo) 时， /U)>0, 而 lim /( j ：) = 0. 于是 ，inf {/( jt ) > =0. 

其次，求极值判断得知，当1=100时，函数/(X)取扱大值，并且是唯一的极值，即为最大值.于是， 

sup{/(j) }=/(100) = ^*«36. 8. 


【1451】 /Cr>* (1 +j:+^ + … + f )e _， 在区问 (0，+ oo> 内 . 

解題思路利用 1420 超的结果可知，在 （ 0,+oo) 内 /(J) 递戒•并注意 /(0) = 1 及 lim /(.r)=0. 
解 由 1420 题知 •/ / (i)<0, 即 /U) 在区间 （ 0,+oo) 内递减，且 lim /(x) = 0 f /(0) = 1. 于足， 

inf{/(j) ) =0, sup</(x) } =1. 

【1452】 /U)=|^, 在区阆 （ 0 ， +oo) 内 • 


解 /( x >> 0 且 lim /(: r > = 0 •于 fi , inn /( J )}=0. 

容易验证，当 x = vV ? —丨时确数 / Cr ) 有极大值，并且只有一个极值•因而就足最大值.于是, 

sup {/( x )}=/( VV 2- l )=* y ( l - f - y 2)^1.2. 

【1453】 f(x) = e~ xi cosx 2 在区间（一 《>，+« o ) 内. 

解可以求得，函败的最小值和最大值分别为 


： = /( 士^1^、= — ye _ T *««-0.067 t M = /(0)= 


于是， 


inf {/( x )> 




-0. 067, 


sup {/( x ) > =1. 


【1454】 求函数 = g 在区间 : r <$< + oo 内的 F 确界与上确界，作出下列函数的 图像： 

m ( x )= inf /( e ), M ( x )= sup /(^)- 

xce^+oo 

解由于 /( 一 3)，/( l ) 分別是函数 /( e ) 的极小值和极大值，又 lim /( e )= 0 , 于是， 

1+X 


当一00<0< — 3时， mU )=/(— 3)= 


当 一 — 1 时 •7 w (： r ) = 


3 + x 2 , 


当一 l <_ r < + oo 时，= 0;当 一 oo <_ r<l 时， M (： r >=/(1> = ~|* ， 
当 1<1< + 00时, = 

3十 : r ‘ 

函数 m ( x ) 及 MU ) 的图像分别如图丄56及图 2. 57所示 • 
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- 3 - 6 ： 


图 2.56 


图 2.57 


[1455] 求以 f 各数列的最大项： 

⑴ f (”=1，2, (2) ,,+舍— (” 二 1 ， 2 ，…);⑶斤(” =1,2,…〉. 

解题思路 （1) 经判断知•当时，函敎 /(Jsf 有唯一的极大值. （2) 经判断知，当 ■1—10000 


时，函敎 fU ) = 


有唯一的极大伹 .（3) 经判断知，当 x = e 时，函數/(工）=^(了〉0)有唯一的极大 


+ 10000 


值. 


解（1>经判断知•当 T = j ^ 时 ，/( X ) = |^ 有极大值，并且是唯一的极偵.从而.最大项 

( N + l) f 


(fh max( i^! •等， 


) 


其中 / V =[ j 5|] = 14 •于*.最大项为 




(2) 经判断知.当 x =10000 时存极大值，并且姑唯一的极值.于是 ，敁 大项为 


賴 U ^) =/n °° G()())= ^， 

(3) 经判断知，当 *r = e 时， /( xbddX )) 有极大值，并且是唯一的极值.于是，最大项为 

max(^) " max(-^3 t >/2) =v^3 ^1. 44. 

【1456】证明 T 列不等式： 

(1) 当卜|<2 时. |3 x - x * |<2, 

(2) 若 0<； r<l 及 p > l , 则^7<分 + (1 — 


(3> 当 m >0. n >0 及 0< x<a 时，— 1 广< 


( rn + n) mm 



(4) 




( j >0, a >0. n >\)； 


(5) I asini 十 6 cosi I < y / a 2 +6: • 

证 （1> 设经判断知，在 M <2 上•其最小值和 M 大值分别为 m = /(-1) = -2, 
M =/( l )-2. 而边界函数值为/(-2) = 2, /(2)--2.于是，丨 3 x - x ' 丨彡 2. 

<2)设 /( x )= a ^ + ( l - W ， 经判断知 •/(+)= + 为上的唯一的极小值，而边界值/(0> = 


(3) 设 /( xf ( a — 经判断知为0<工<“上的唯一的极大值，所以, 
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(m + 7ir， J 


(4) 设 /(:) = 
/( + oo ) = l ，所 以， 


( j^-fgQT 

x+a 


经判断知， / U ) = "^7 为满足 i >0 的唯一的极小值，而边界值/( + 0)= 




( x -+. 


j ： 十 a 


- <1. 


由于 a ： +> 0, 于是，4 < 


(5) asiru + 6cos*r= >/ fl 2 十 V sin ( j + y >) ，其中 cos 9 = 


Va z + b 2 


sin ^: 1 


vV+V 


，所以，恒有 


I asinx 十 6 cosx I < %/ a 2 +6* • 

【1457】求多项式尸(:在闭区间[一 2,1] 上“与芩的偏差”，就是求 

E P = sup ^ | P ( x ) I . 

解 F / ( o -)-2( j —1)(2 j ^+2 x -1). 

令 /^(1> = 0得：《:=1 或二所以， 

E, m{|P(-2)| ， |P(l)| ， |p( ： ll^)| ， |p(^^)|} 

_9十6# 


尸(中) 


^4.85. 


114581应当选抒怎样的系数心使多 项式忾 x >=^+ 9 在闭 I ?(间[一 1,1] h 与零的偏差最小，即 

E r = sup _ ( I P ( x ) I = min ? 

解 广 （1) = 21,令尸 # (0：)=0得1 = 0,所以， 

E r = max { | P (0) | . | P ( l ) | , | P (- l ) | }= max < \ q \ , | 1+ 9 | }. 

当 U 卜 丨1+分1 时最小•解之，得 9=一"|*. 

【1459】数 ^ = jup | f ( x )- g ( x )\ 称为函数 /( x ) 及 〆 ■*：)在闭区间 0,6] 上的绝对偏差 • 

求函数 /(•!•) = / 与 «( x ) = t 3 在闭区间 [0,1] 上的绝对偏差. 

解由于/( I ) 一发 (1) = / 一广（ I ) 一 〆 （1> = 21—3 〆 ，从而令 f / ( x )- g ， U ) = 0 ,m x =0 a 2 y . 
又因 /"( j )-^( x ) = 2-6 x ./ / r ( y )-^( y )=2-4 = -2<0, 


所以，当 _r 二■时 /( d - 发 U ) 取极 大值； 又由于当 0<: r<l 时， /(■ r )- g (: r >>0, 所以，绝对偏差 

【1460】在闭区间 [ x ,,^] 上用线性函数 Wd - Cn+xdz 十6近似地代替函数 / U >= x 2 , 使函数 
/( x > 与的绝对偏差（参阅上题） 最小 ，并求此最小的绝对偏差. 

解由于 

f ( x )- g ( x ) = x z -[.( x l + x 2 ) x +6], f \ x )- g / U ) = 2 x - U l + i 2 ) , 

从而令/'(工>-/(1) = 0,得 x = 又因 

/^( x )- g "( x )-2>0, 

故当时， / Cr ) 一 gU ) 取极小值.于是， 
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= max{ I /( Jl ) | • I /(^*i > 一尽 (*^ ) I ， I /(A >-g(i 2 ) | } 

= max | J b 


<Ji + J 2): 


， I b + x x x 2 I } - 


要 △ 为最小，需 


b + 


(Jl + J 2): 


I b + x } x 2 I • 


解之，得 


此时 


^= — - g -( x ?+ X 2 4 -6 j -| X 2 ). 


^(j) = (xj +X 2 )x—-g-(j?+ j| + 6xi J 2 ) 


而锒小的绝对偏差 Zi = y (^ - x z y . 

11461] 求函数 /(■ r ) = m a x {2| o ： Ml + J ：| } 的极小值. 

解题思路先作嘉數: y =2|« r | 及 >=丨 1 +f 丨的图像，并求得交点•由此即知 


fix ) = 


2 x ， 

l < X < + oo , 

1+0：， 

« i ， 

一 2 i , 



T - 


解 yT 
交点是 A (- 


2 | 1 |及^| 1 + 1 |的图«如阁 2.58 所示，它们的 
■|~，|)及 B ( l ， 2 ) •从而， 

，2 X . l < JT < + 00， 

/( 叫…，- 

-2 x f - oo < x <- J -. 



于是•函数/(1)的极小值为— I . 


确定下列各方程实根的数目，并划分出这些根所在的 区间： 

【1462】 x 3 -6 j 2 +9 x ~ 10 = 0. 

提示利用函教的单调性. 

解设 /( x ) = x 3 -6 x 2 - h 9^-10 .M /(： r > 为在 （一 oo ，+ oo ) 内的连续函数，且有 

/'(1) = 3^一12尤+9. 

令/'(1)=0,得临界点•（也即驻 点〉: r = l 或 3. 

当 •!■€( — ~,1〉时，由于 

lim /( j ) = — oo, / # (x)>0, /(1) = 一 6<0, 

j - ♦ — oo 

故在区间（一 00,1〉内方程无实根. 

当 x 6( l ，3> 时，由于 

/ f ( x )<0. /(3)= —10<0, 


• /'( xbC 的临界点也称为驻点. 


《题解》作者注 
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,3) 内也无实根. 
x 6(3，+ c »)， 由于 

r )>0， /(3) = — 10<0， lim /(：*；) = +«>, 

;,+ oo > 内方程有且仅有一实根. 

463】： r 3 — 3: 2 - 9 a: + A = 0. 

题思路令 /( ： r> = i 3 _3i 2 — 打 + A , 注意到在临界点1=一1及 3 处，有 /( — l ) = 5 + /u/(3) 
A 及 lim /( j > —lim /( j ) = +°°. 分别就 — 5, 一5< A <27 及 / i 〉27 加以讨论 • 

一 Ck> 

，得临界点 r 


)<0 .导数 /、 x ) 的符号变化同上，于是，有三个实根 


闪此•有 a 仅有一实根位 t •(一 oo • — 1> 内 • 


解题思路 


0,得临界点 


当 a <-4 时，/(一1)>0,/(1)>0.因此，有且仅有一实根，位于 （• 
当一4<«<4时, /( 一 1)>0, /(1><0,此时有三个实根，分别位于 （ 
当 “>4时， /( 一 1><0，/(1)<0.因此，有且仅有一实根位于（1,+ 
【1466】 lfLr =^ r . 


。•一 1) 内, 

«,-1),(—1，1)和（1 

)内. 


解题思路当々= 0时，显然方程仅有一根 1 = 1 . 故不妨设 ife 关0•令 /( x > = hir —々 j ：, 求得临界点 jt = 

后，分别就一 oo < ife <0,0< a < 丄及《>丄加以讨论 • 

e e 

解当々= 0 时，方程显然仅有一个根 x = l . 因此，不妨设々关0.令 / U ) = lar — 々 JT (： T >0), 则 

/' Cr ) = 士-々 • 

令 /' U 〉 二0,得临界点: r =+ •由于 /、 x >=—4<0, 故曲线的图像始终呈凸状. 

当 x € (0，+ )时 •/' (:0>0,当 x € (士， + oo ) 时， /’( x ><0 •又因 
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故当々 > +时, /( 士) < o •此时方程无根. 

当 0 O < + 时•/( + )>()，因此，方程有两个实根，分别位于 (0, 士)和(+，+00)内. 

当一 00 <走< 0 时，由于 lim /( x ) = — oo , /( I ) = — k > 0 , f \ x ) = - - ^>0. 故此时方程有且仅有一 

实根位于(0，1)内. 

【1467】 丨 e r =^ 2 ( a >0). 

解 对于函数 /( 1 )=〆 一 ^’ •有/( 0 ) = 1>0; 又因 lim /( i )=— 00 ,故总存在充分大的正数 I 。，使 
/(—. r „)<0 •由函数/( I )的连续性得知在（一 1 。， 0 〉中，从而在 （一 00 , 0 ) 中至少有 f ( ar ) = 0 的一个实根•而 
当 (— oo ,0) 时，/•即函数递增.因此, /(1) = 0, 当 ( ~ 的， 0) 吋只冇唯一的根. 
对于：>0的悄况，为求方程的根•只要求方程 J = lmi 十 21 nrU >0, i >0) 的根.设 

^( j -)= x -| ruj -2 liu -. 则有 ^( x ) = l--j = £ ^. 

令 〆 （ 1 )» 0 得 • r »=2. 

当00<2 时， ^(尤><0:当1：>2时.尺'<1)>0•所以 •只 (2〉= ln £ 为极小值. 

乂因 lim 只（= + co，lim 只 （ jO =+ 00 •因 此， 
wo 

当发(2)>0•即0<^<|时， ^( x ) = 0 X 根. 

当片 (2>_0,即时， ^( j )- O 有唯一的根. 

当片(2〉<0,即 u 〉 +时. g ( jr )^ 0 冇二个根， 它们分 別位于(0,2> 和 （2.+« o > 内. 

综上所述，方程 〆 = u * r 2 裉的悄况 如下： 

^(^^〈^时有唯一的根^^一如⑼内：当“一^时幸有两个根’一根为2,一根位于（一 oo ,0) 内* 

当 f < a <+ oo 时有三个根•分别位于（一 oo ,0),(0.2> 和 （2, + oo ) 内. 

【1468】当时 ， sin 3 axosLr = “. 

解 3 a = 0 时•方程显然有实根 j = 0,"| •或 》 T . 闪此，不妨设#0.令 /( j 0 = siii 3 xc OS n ， 则 

— 3 sin 2 jcos 2 x — sin 1 x . 

令 /' CrhO , 得临界点罕.由于 

/(f ) =2 #~ a - ， ( 学 ) 一誓 - a . / <0) = /U) = -a, 

并且当 *re (0, 号） • are ( y ，》 r ) 时， /’( x )>0, 当 乂 （ y，y ) 时， /’( i 〉<0. 

于是•当丨《|<¥时•方程有两个实根位于 （0， tt > 内； 当|«丨>¥时，方程无实根. 

【1469】 chx = kx . 

解 设 /( dschj - h , 则 /'( i ) = sh _ r —々•令广 Cx >=0, 得唯一临界点 1 。•它适合々 = shx 。. 

由于 /"( a 0 = chx >0, 故曲线图像呈凹状，且在 x = x 0 达最小值.显然 /( x > = + co , 因此，我们只 
要考虑 /(X 。） 的符号.而 ^ 


/(xo ) =ckr 0 ^kx Q =ch^r 0 x 0 shx g . 
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先设 A >0, 于是 Xo >0 . 引进辅助函数 


g (, J ：) ~ cKr 一 xsKr » 

方程 g ( x >= 0 , 即 cothx = j - 的（唯一）正根.由于 

K ( j -) — shx — shj - - xchjr = — xckr . 

因此假如 * r >0 •则/(^)<0•故总 (_ r > 在 [0, + oo ) 上递减 • 

若走 > sh 6 即 skr 0 > sh 芒，由于 slo •是递增的，故必办>芒•从而有 

/< j - 0 ) — cKr c ~ Xo shx 0 < ch ^— ^ sh ^— 0. 

因此，方程 /( BsO 恰有两个实根.由于 

/<^) = ch 芒一 k ^< c \^~ 6 she = 0, /⑹=1, 

故两根分别位于 <0,0及 （ e .+ oo ) 内. 

若灸 = shf 则8^ 1 '。= $^，从而，1。=6因此，/(了。）=0•此时方程 /( J > = 0 恰有一实根 j : 0 . 

若 0< ife < sh$dlj skr 0 < sh 爸•从而 x 0 <6 -闪此， 

/( x 0 ) = chx 0 ~ x 0 shx 0 > ch ^— 芒 sh ^= 0, 

故方程 /( WtO 无实根 • 

若々 = 0,显然方程 /(: r ) = 0 无根. 

若务>0,则可令 _ r = 一/.于是•得 cht=—kt (一走>0>. 

通过按上述的方法讨论该方程的根，场知当 she <_ ★时，职方程有两实根，分別位 T (一 60) 及 （一<■ 
一尽〉内，其中《满足 C ( nh 6-^( sl .2) •而当一吐$<々<0时，方程无 实根. 

综卜•所述，若 〉 sh 户 d .50 •方稈有两实根 * 及 J *,, 满足0< U , |<$. $< | | < + oo t « |々| 

• shf 方程只布一个实根 a = 时，裉为时，根为一若 U |< s h 6 则方程无实根. 

* ) 方枉根的近似解法见本幸 S 15. 

【 M 70】 在什么条件下方程^十 Ar +<7 = 0 冇：（1> —个实根》 (2) 三个实根. 

在乎曲 （ /> W /〉 上拥出相应的区域. 


上是递增的，并且 W . 然 


0有难一 实根. 


因此•若 /(X, )/( 心 >>0 •則方程 /Cr)=0 仅有一个实根•若 
/(j 2 )>0，/(a )<0, 则方程 /(x) = 0 恰有三个实根 • 


山于 




/(々卜 ^f^-p 4^+q ， 

故 /(々）/(々）>() 相当于 

f + s >0 ， 

此即方程仅有一实根的条件（前面 p ^ o 的情形坷合并到此条件中去） 



而 / U , )<0及/(^ >>0相当于 


ff ; 


<0 


m 2.59 


此即方程有三实根的条件. 


如图 2. 59所示，曲线+ +备=0的左右上方是方程仅有一实根的 （ p , 9 ) 域，以阴影表之：而曲线的下方 


则是方程有三实根的（/>， 9 )域，以不具阴影 表之. 





§ 12. 依据函数的特征点作函数图像 

为了作出函数 ： y = /(： r > 的图像，必须：（1)确定此函数的存在域；并研究函数在其存在域边界点的性质; 
(2) 査明阌像的对称性和周期性；（3>求出函数的不连续点及连续的区间 〆 4) 确定函数的零点及同号区间 * 
(5) 求出极值点并杳明函数上升和下降的区间 〆 确定拐点及函数图像凹凸的区间；（7〉若有渐近线存在则 
求出渐近线； （8) 指出函数图像的各种特性 • 


作出下列函数的 图像: 



0 

拐点 


极大点 


(- V 3.0) 








解题思路 图像关于 Oy 轴对称.零点处 


当 x =0 时有极大值: y =2, 当1=士 72 + W & + 2.06 时有极 小值: y= 】一 1 ^々一 0. 12. 


拐点 处：: r =±2. 67 或土 0.77. 漸近 线：; y =0. 

解显见图像对称于以轴. 

^ »- i.l , /o / 2x(x 4 — 4a: 2 — 1) 

芩点处 w 士 - (\ Tx r y -， 


令 ^/ = 0 得 x =0 或士 \! 2+^5 士 2. 06. 

••— 2(3? — 20/ -12 x 4 + 12 x 2 + l ) 

广 - TTT^y -, 

令 y-om I 一士 2. 67 或土 0. 77. 经判别知，它们为拐点， 
乂因故有极大值: y =2* 

故有极小值 > =1 —f 勿一 0 . 12 . 

渐 近线为 : y =0. 亨实上，它的斜率 和栽距 分别为 




它在: y 轴 t 的截距为 


limf^y —^x]= lim 7—^ = 0. 

uu J 一 十 JT 


如图 2. 63 所示. 

【 1475】 ：y = 


x 2 -l 
— 5 x +6 # 


解零点处 : o ：= — 1 及 《 r = l •渐 近线: ： r =2， j ：=3 和 y = l . 

y _ Tr 2 '-5 x +6) 2 ， 

^_ 2(5 x 3 — 21/ 十 15 j 十 17) 

^ ( x J -5 x +6) 3 • 



图 2.64 


令 ; y ' = 0 得 x ^ O . 42, x ^2. 38. 令 / =0 得 x 〜 一0. 586. 经判别知 ，: y | 一 ^ - 0. 20 为极小值 


一 19. 80 为极大值; I 〜 一0. 586，： y ~ — ( h 07 为 拐点. 由于 


y= 


故可用图像相加法作出函数的图像（图 2.64). 


3 __8_ 

二^ 


















【1479】 


(•r-1) 


r Cr 十 l ) 2 • 
解零点处： x =0 &x = 
垂直渐近线：1=一1 


斜渐近 线：: y=«T — 3. 


事实上，左= lim — = 1^ b = limC ^ y —^ x ) = —3. 

丨 - ^OO JT x-^OO 


/ j ( x 2 +3 x -2) 八, —3 土 /Tf 

^ ^ <^ Tl )- ，令 3— OH -0 或— 2 — • 


10 j -； 

UTT ) 


r , 令 /= o 得 


列表 


X 

■ 




■ 

■ 

■ 

B 

■ 

■ 


/ 

y 











十 

y 



■ 

wm 



B 




+ 

y 

/ 1 

极大点 

D 

mm 

D 

极大点 

D 

拐点 

D 




当 一^免一 3. 56 时•有极大值; y =— 么 - /^ 2 +142 ~ — 8. 82, 
当 j -=0 时，有极小值 y =0* 

56时，冇极小值： y = 34 ■ ^二 ㈠ 2 々 -0. 06, 

当： r = + 时，: y =— ; m 2.68). 



图 2.68 


1,4801 ^( T ^ F * 

解题思路 零 点处： x = 0 •渐 近线： 《 x = — l , x=l 及 y ^ O . 图像关于原点对称.无极值，拐 点处： j ：=0. 
解零点处 ： I =0. 不连续点 ： JT =_1 及 x = L 渐近线 : j = 一 1, JT =1 及 y = 0 . 
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以 一/ 替代 x,：y 的绝对值不变，符号改变，故图像关 P 原点对称 • 
/ = 令/ = 0,无实根 • 


y - 


2 十 1) 


(1 一. 


，令/=0,得 J 二 0. 


经判别 知：无 极值 ， 《r = 0 为拐点（图 2.69). 
列表 


mmamwamum 

BHDIE90EHE3I 


■■■ 


不连续点 


拐点 


不连续点 


.垂良渐近 线：. 


斜渐近线 


mmmmmmS 

nnD|BB^H 




+ 12 x 2 -48 


( x 3 + l ) 3 


2 时有极小值 y -2 ft 

r ^-2.4 时有极大值 ^-3. 2. 

0.752, 16.006 时有拐点.渐近线: y =2 ■与曲线 
所示. 














【1483】 



解阌像关于以轴 对称. 


零 点处： 1=±#免士0.79. 


,夕= 0无实根•无极值点 • 

/ = 4(24j& :oy 一 15 2 ,令 /=0,得：=士 



&士 0.71 


经判別知，此为拐点•相应纵坐标 《 y =—2 


渐近线 ： 《r = 0, x=-K i=l 和 y = 0 . 
当 x >0 时，:/>0,曲线上升. 

当 0 OC 0.71 时，/<0,图像呈凸状. 
当 0.71 OC 1 时./>0,阁悌呈 F 1 状. 
当 10< + oo 时，/<0,图像呈凸状 • 
图像如图 2. 72所示. 


[1484] —3)7^. 

解存在域 ：0< i < + oo . 零点处：1一0和 x =3. 


3 (j — 1) 

~uT 


•令 y=o 得 



^ = 3( j - M) >q (0<J <+ oo) , 

\XyJX 




所以，图像始终是凹的. 

由于/ |, ,>0,故当 文=1 时有极小值: y =—2» 当 i =0 时，由1$;/= — oo 知•曲线在1 = 0点与: y 袖 

相切，笏见它冇边痄极人值3» = 0. 

田侬如阁 2. 73所示. 


【1485】 

解存在域： 8 — / >0, 即 M <275■ 免 2. 83. 

零 点处 ： 1 = 0 和 : r=±2>/J. 

阁像关于坐标原点及坐标轴对称 . 

下面就第一象限讨论之： 

/ = 令 / = 0 得 j = 2. 

. = 2 j :( s [-\ 2 ) ^ " = 0 得 x = 2 >/ 3 «£ x = 0 . 

(8- x ? )T 

然而点 = 不在存在域内，对于 x=0 来说，如果将曲线由第三象 
限穿向第一象限看成一分支曲线的话 • 则也可理解为拐点.同样由第四象 
限到第二象限的那个分支也有同样情况，故曲线呈双纽状 . 



当00<2时 •/>(), 当 2< Cr <2 v ^ 时，/<0,故当 i = 2 时，有极大值 : y = 4 •当了 =2#及 J =0 时 ，显 
然有极小值 ^=0. 


前者是边界的极小值•而且曲线在1=2#处以1=2#为垂直切线.图像如图 2. 74所示. 
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当 x=-y 时•有极大值: ^^1.06! 当 x=l 时，有极小值: y =0. 

图像如图 2. 76 所示. 

[1488J y= tf ? 一 yPTT. 

解图像关于 0：y 轴对称. 

，一 2 (j 2 +1)T-xT 

广 xlcx^+Dl - 

当 X 经过: r = 0 时， :/由 负变正，故当 1 = 0 时有极小值 

： y= — 1，且： y’ |, = 。- = — oo ，/ j 广。+ = + oo , 又当 x<0 时， 

y <0, 当 x >0 时，: />0. 同时，/ = 0和 y -0 均无实根，故知 
图像是凸的，且以: y=0 为渐近线（图 2. 77). 



图 2.77 
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当了= — 2时，有 M 小值： y = —当了=2时，有烺大值 ： y = y \ e . 
图像如图 2. 78所示. 

【1490】 ^=( x +1)4+( j —1)4. 


解图像关于 Oy 轴对称. 

y = I .0+lH.+(_r-l)T]. 

令 / = 0得 jt = 0» 当 *r = 士 1 时，>/ = OO . 

/ --+fc^T + I7 i TTT] < 。， ㈣ 麟呈凸状 . 

当了=士1时，取得最小值夕= 況勿 1.59. 

当 j -0 时，有极大 ffi _ y =2. 

阌橡如囹 2. 79所示. 



【1491】 

解阁像关于坐标原点对称.零点处 ： x = 0 .不连续点^=士1. 







BHDHragngDBUHKflHDB 
_BDBmDDDaDDBUDKIE 


拐点 
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图 2.80 


【1492】 

解存在域：及孤立点 x = o .图像关于轴对称•且 
位于 ar 轴的上方.渐 近线， ^ y = 土 f . 

/_ 2j^ — 3x 3 +2x 



(2/ — 1) 


m 2.8 i 


y = 


-6 x l +3 x 2 + 2). 


当 x > l 时，:/ >0,/<0, 故囝像上升， RM 凸状•又当士 1 时•冇边界的极 小值 : y = c ^( 图 2.81) 


[14931 y = 


( l - fx)T 

~7^ 


解存 在域: x 〉0. 

渐近线：1=0及3/ = 1+>|. 

•令 y ㈣ 得 x =|. 


2 x >/x 


T ( x +1 )T 


>0, 故图像是凹的. 



当1=专时，有极小值 ^= f >/3^2 
围像如图 2. 82所示. 


【1494】 y =\- x ^ 


解存在域：: r >0 及： r < 一 3.零点处勿 4.30. 
斜渐近线 — 事实上， 

走= lim ^ = - 2 . 

* oo -T 



图 2.82 


气 i in l ( ， 士 ) 'L—Ji+i+vSD ' 吃 


jt +3 


~( x + l ) ; 


4^1 - H 
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水 f 渐近 线0= —十.亊实上， 


k = lim 上= 0, 


6= ，, ( 厂气 it () 


= lim 


一 3 


-(x-1) 2 




由于 limj ^ oo •故垂直渐近线为 x =- 3 . 

，_ ，, a/j (2x+9) 人 ，^ . 

y 一一 H -• 令 《y =o 得 x= —4j 

2(j+3)T 

/= / , on2 27 / -— r - >0,故阁像呈凹状 • 

4(j+3) 2 v^(：r + 3) 

当 x--4 时有极小值: y= 13•当 x-0 时有边界极大值 y 
图像如囹 2. 83 所示. 


【 1495】 ；y = 


解枣点处: o ：= o . 垂 a 渐近线 : o ：= — 



经判別知： 

当 x =0 时介极小值: y =0; 当 _ r =_2 时有极人值 ： y =— 一 1.59. 
拐点： —(2 — 27,此时 y ^ O . 46 1 

x =-(2+ y 3)^~3. 73,此时: y 勿一 1.72. ffi 俅如阁 2.84 所示 


【1496】 


/?十3 

A/?Tr 


解阁像关于仏轴对称.函数值始终是正的. 
渐近线： y =± X . 


( x 4 +3) T ( o ： 2 - M)T • 

经判別知，它们均为 拐点： 

当 J 〜士 0.47 时，： y ~1.58» 当 j : 〜士 4. 58时，： y 勿 4. 49. 

当 : r = 0 时有极 大值: y = VJ &1.73 j 
当： r =± l 时有极小值 y = V 2^1.41. 

图像如图 2. 85所示. 

【1497】 ^= 510 ^: + cos 2 x . 

提示函数的周期故建议在闭区间 [0,2； r ] 内作其图像 • 
解函数的周期丁 =2 tt •在一周期 0< o ：<27 c 内的图像讨论如下 



图 2.85 
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零点处 ：i = w+arcsin^j- 


• 2U 及 x = 2x~ 




79tt. 


y = cosor ( 1 — 2 sinx ) *^ _ y ’ = 0 得 1 = 号，号•字及孕 


；/= — siru * — 2cos2j:, 令 /=0 得 4sir 
解之得 

Ji = a resin 1 + 卢^ ，此时 yi ^\. 13； 


— sinx — 2 = 0, 


^2 = 


1 + 


^•此时力勿1.13 

v /33- 


8 


，此时 ys ^ O . 055 


»in 1此时> *^0. 055, 


J：A =2 t ^ — 

经判断知： ^0. 32 irt Jz ^ O . 68 n % J 3 ^1. 20 ff ， j 4 ^ 1. 80 n 
均为拐点； 

_ 3 ir 



当时有极小值 : V 
4 和产孕 


当 


当 


y 时有极小值: y = — l ; 

fl « l , 有极大值: y=l +. 如图 2. 86所示.图中主要点的 坐标： 

A (0，1>, B ( j ， l +), C (0.32^,1.13), D (号， 1), E (0.68 tt . 1. 13), F ( 如， 1 +)， 

G (1.20 tt .0.055), H ( yx .- l ). K (1.80 tc ,0.055) 和 L (2 n , l >. 

【 1498 】 y=(7 - {-200^)^. 

提示由于圏像关于坐标原点对称.又凾數的周期 T =27 r . 敁建议在[一; r ,; rl 内作其《像. 

解图俾关于原点对称.函数的周期 T =2 ic . 在一周期一内的图像讨论 如下： 

零点处： ：r = 0 或士 it . 

y f = 7 cosx + 2 cos 2 j -• 令 y^O 得 2 cos 2 jt 十 7 cosj = 0， 解之得 

j=arccos 42 tt ， x = — arccos 0. A 2 n . 

7 sirur — 4 sin 2 i ， 令 y " = 0 得 siru (7 十 8 cos « r ) = 0 •解之得 Xi =0 t 
此时 yi^Oi 

jt 2 . 3 = 士 arccos (一 ) 勿 士 0. 84 兀，此时九 3 勿 土 2. 54 . 

J 4 . s = ± x , 此时 yi . i =0. 

经判别知：点 Xi ，- n ， X , 和 < Ts 均为扮点 I 

•f 时有极小值: V ■—号 v/!T 々一 7. 3, 


当文=- 


当： r = 


15 


十时有极大值： y=$V 

主要点的坐标： 

A (0.42 tc , 7.3) f B (0. 84 ict 2. 54), 
A ’ (一 0.42 ir , -7.3), — 0.84 tt . 

【 1499 】 3 ； = sinj+^ 


\ 3 .阁像如图 2. 87 所示，图中 



C(lTt 0) ； 

— 2.54)， C ^( — TCt 0). 


解 图像关于坐标原点 对称. 函数的周期 T =2 n . 在一 周期一 7 T <« r <7 r 内讨论图像. 




m 2. 88 


11500] y = cosjt — 了 cos 2 

解阁像关于 0： y 轴对称.函数的周期 T = 2 n . 在一周期一内讨论像. 

1-V3 


零点处：0*=士 


士 0. 62 k . 


/j — sifLr + sir ^ j ， 令=0得 j =0, 士 •，士 re . 

/= 一 cosx +2 cos 2 x ， 令 /=0得 

1 -L. /QO 

j |. 2 = ±arccos -—勿士 0. 18 ir ， yi .2^0. 63； 

J3.4 = ±arccos -—勿士 0. 70 ir , yi . i ^— 0 . 44. 

o 

经判别 知：点 心，&，&和 A 均为 拐点； 

当：=0时有极 小值: y = j ; 当工=士死时有极小值: y =— 时有极大值; y . 
图像如图 2. 89所示，图中主要点的 坐标： 



A(o, y), iKO. 18 冗， 0.63) ， C(y,-|-) D(0. 62^, 0), E(0, 70 tt, -0.44) 

点月：^^^:广与点^^仏匕尸关于❿轴对称. 

[1501] y = sin i x -\- cos i x . 



168 








提示由于函教的图像关于 Qy 轴对称，且其周期 7*= 号•故建议在 [ 一子，内作其困像. 


解图像关于 Qv 轴对称.由于 


=( 


— cos 2 j 


) 2 +( 


1 + cos 2 j 


)= + (3 + cos4jt ) ， 


故函数的周期： T = j •在一周期 一 +内讨论 图像. 


夕= 


••令 y *。， 得 x = o 或士子 • 



y ,= — 4 cos 4» r •令 y ^^ O , 得 Xl.t = ±号，= 了. 

- _ I 

经判别 知：点 A 和：^均为拐点 I ° x 

当 x = 0 时有极大值: y = l ; 当1= 土于时有扱小值 y =\. 图 2 - 90 

图像如图 2.90 所示，闻中主©点的坐标： A (0.1). C (^. y ). 

【1502】 y — s \ nxs \ n 3 x . 

解 RHft 关 TOjy 轴对称. 

由于尸 sirLT . sir ^-- ( cos 2 了一+ ) 2 +盖，故函数的周期 T = ir •在一周期一号《号内讨论阳像. 
零点处 ： u = 0 或土 j . 

y = 2 sin 4 j • — sm 2 j ■，令 y —0 ^ 1 = 0 , 士■•士 -|*arccos 
y ^8 c<xvli — 2 cos 2« r •令 y 9 = 0 ^ 

•rwsi-^-arccos 1U, yi.i^O. 29 ； 

x 3 .4 = ± 4-arccos — - 八〜 / X 


36 ir . v 3 .^ — 0, 24. 




极大值••当士 了 arccos 丁〜士 0. 21 tt 时 9 y = — # 



图 2.91 


阁像如阁 2.91 所示，阁中主要点的 坐标： 


A (0 


.1 U .0. 29), B (0.21 n •吾) • C (号,0), DC 0. 36 it ,-0. 24), E (-|-,- l ). 


【1503】 ： y = — 广、 • 
sin ( x+y ) 

解利用 sin (7 r + x )= — sirur ， 易知函数的周期 T = ir . 在一周期内 
讨论图像. 

不连续点•零点处以=0或 n . 渐近线:1=孕. 


y = — 无极值，函数递增，其图像是上升的 • 

- 2 (-+ f ) 

2 sin ，+子） f7T 

/= 一 - - - — —，令 /=0得 子•对应的 ：y = y . 

sin 3 ( x + T ) 



图 2 . 92 


经判别知•它为拐点•图像如图 2. 92所示，图中主要点的 坐标 : A (子，夸)，1，0)和(：(穿,夸). 


169 






图 2. 93 

【 1505 】 y-2x—ianjr. 

解眾点处 d =0 及士 0.37 ir •…•对称中心：（&,2々70(灸= 0,士1,士2,”.）. 


渐近线 


2灸+ 1 


7 T (灸= 0, 士 1 , 士2,…）. 


:/= 2 — sec z : r , 令 / = 0得 1 =+ + 化或 j := 一 ( 

经判别 知：当 _ r = f + h 时，有极大值: y =«|"- l +2 h ; 

当 ^-( T + h ) 时 ，有 极小值 

y=-(-|--l + 2ifex) ( 是 =0,1 ， 2 ，一 >. 

y = _ 2 sec 2 itani •令得 x = kn(k = 0 ^ ± 1，±2,…） • 
经判别知，此为拐点. 

图像如图 2. 94所示（仅描绘从一@到¥区间内的图 像）. 
【 1506 】 y=e 2 ^. 

解函数值始终为正的，故图像在 Ox 轴的上方 .; y = e 〜 — 



于是，图像关于直线 





渐近 线：: y=0. 

3 / =(2 — 2:r)e 2 n 2 ，令 / = 0 得: r= 1 • 

经判别知，此时有极大值: V = 

/ =2(2 x 2 -4 x+l)e tx ^ ，-^ / = 0得 x = l ± Y ' 

经判别知•它为拐点，:〜 1.65. 

囝像如图 2. 95所示，图中各点的位 S: 

A (0.1). C ( l , e ), £)(1+ 令 ^). 

【 1507 】尸 (l+x 2 >e 
解 图像关于 Oy 轴对称，在 Ox 轴的上方. 

渐近线：： y=0. 

，令 /= o 得 i =0, 经过 i=0 点，导数:/从正变负，所以，当1=0时取极大值 ）=1. 
/ =2x 2 e- 2 (2/ — 3>,令 /=0得 士勿士 1. 22, 

经判別知.它为拐点•而： y=|<s _ + >0.56. 

图橡如图2.96所示，图中主要点的坐标:>\(0,1>， B(1.22,0. 56). 




图 2. 96 



【 1508 】 y=i 十 e' 

解 y=l — e i , 令;/ =0得: r =0, > y = l •/ = e 〜>0• ffl 像是凹的•故当 J ： = 0时有极小俏： y = l . 
斜渐近线 口 = 二亊 实上， ▲= lim -^ = l f b = !im ( y - kx )= 0 . 

I，+ oo J X—4-oo 

图俅如图 2.97 所示. 

【 1509 】 y=xie^. 

解零点处 :: r = 0 .渐近 线 :: y = 0 (当 —+ oo 时). 
y =— x ' Te _, ( j — 音），令 y = o 得 ■，当 x = o 时 , y = oo . 

经判别 知：当 •!•=() 时有极小值 : y = 0, 且 (0,0〉 点为尖点 • 

当1 = 4时有极大值 : y = 7? e " 4 ^0. 39. 由此可知函数值 

始终为正的，故图像在 Or 轴 h 方. 

/=‘-，：1：-+(9?-12：1： — 2), 令 /=0, 得 
y 

& — 0.15, yi ^ 0 . 34, A = 〜 1.48, y 2 ^ 0 . 30, 经判别知，它们均为拐点. 

图像如图 2. 98所示，图中主要点的 坐标： 

A ( — 0.15, 0. 34), 39), C (1.48, 0. 30). 
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【 1510 】 

解当： r< — l 时，函数值为负的，当1>一1时，函数值为正的_ 

不连续点： x=_l .垂直渐近线以=一1. 

又水平渐近 线：: y~0 (当 x—— 00 时） •亊实上， 

k = lim 1 = 0, 6— Urn ( y — kx )=0. 

X x ♦ — OO 

令/ = 0 得 X = 0. 经判别知，此时有极小值 y=h 

/ =71T7)^ ,S ' r<_l 时 ./〈o, 故图像是凸的丨当文 >_1 时，/ >0 , 
故图俅是凹的.图像如图 2. 99所示. 




图 2. 99 


115111 Vl-e-" 2 . 

解图像关于 0： y 轴对称. 

零点处 : x = 0. 闲数值不为负•当 x =0 时有 M 小值: y =0. 渐近线 : y =\. 

/ = _ 广 当 了<0,/<0;当 JOO 
Vl - e^ X 

好 .J 1-3 ?-e ^ +2 x z t ^ 
y —e ,- 

令 尺⑴ =1 一3卜 r ，+ 2 f C _，（0</<+oo>, 易证尺⑴ <0. 

于足 ，对于 I关 0* 恒有/<0,即图像呈凸状.而（0,0>点为尖点 

(m 2. 100). 

I1512J ，吳 . 

解存在域：■*■〉().岑 点处： 1=1. 渐 近线： ■r SB 0(:r-» + 0〉，>f = 0(:r— + oo). 

:/= ^1^•令/ & 0得 = 勿 7. 39•经判别知，此时有极大值7=>?<勿0.74. 

lx 飞 e 

令/=0得 x = ei ^ u . 39,经判别知，此为拐点，此时 y=ye-i^0. 70. 
图像如图 2. 101所示•图中主要点的 坐标: >\(1, 0>, 3(7.39, 0. 74〉， C(14.39, 0.70). 




m 2 . 101 



【 1513 】 y=ln(x+ v^F+1). 

解由于111(^ / ?^-^〉= -1 1 |(1+^ / ?^1>,故图像关于坐标原点对称.零点处 ：>1 =0. 
/ = 故函数递增，其图像始终上升，无极值点 • 

\ Ar z 十 1 


/= ^1，令 /=0 ,得一’在此点切线斜率为卜 1- 
经判别知，此为拐点，此时 >=0. 图像如图 2. 102 所示. 
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[1514] y= v^ 2 + 1 ln( y/x z + \ ). 
解囝傢关于坐标原点对称. 

零点处： r = 0. 


/ = 1 + 


ln(x+ + 1 〉， 


n 一 lfl( J+ V + 1 )+J y/x 2 +1 
^ ( x ^ + DT 


点 


y/x 2 + 1 

当 xX) 时，/>0,故图像是凹的.当1<0时•由对称性知图像是凸的.于是 
=0为拐点•在此点切线斜率为 4=1. 

从而，函数阁像始终上升，如图 2. 103所示. 


【 1515 】 




m 2. 103 


解图俅关于坐标原点对称 • 

零 点处 : *r = 0 .存在域：|刻<1.渐近线以=士1. 

y ^ s / JEZ ±^£^£ >0 故函数递增，其图像始终上升. 

(1—J Z )T 

/= 為令 /=0 … 

当一 1<1<0时,/<0,故图俅是凸的.当00<1时,/>0,故图 
像是凹的.点 X =0 为拐点，在此点切线斜率为々=1. 
fflf 象如图 2. 〗04所示. 

【 1516 】 ^ = x+arctatu-. 

解图 像关丁 •坐标原点对称. 

芩点 处 ：: r = 0. 

渐近线：7 = 了一+ 亊实上， A = lifn 上=1, 


b\ — lim kx) = — ^ . b 2 = lim (y^kx) = ^ 9 
：/ = 1 + 7^：>0•故闲数递增，图像始终 t 升，无极值点. 


/=一^7^•令 /=o 得1=0,经判別知，它为拐点•在此点 

切线斜申为々 = 2. 

阁像如图 2. 105 所示. 


【 1517 】 3 ,= ^" + arccotx. 

解零点处 &一 5. 95. 


渐近线：: y=f+ i 亊实上, 




了 + arccot: 

走 = lim -: 

1 -^ ， OO J 

同法还可得渐近线 ：y=f( 当 +oo 时）. 

:/ = ~|■一 令 y=o 得 1=士1. 

当1<一1及当 _r>l 时，:/>0,函数递增，其图像 i： 升; 
当 —l<*r<l 时，:/<0,函数递减，其图像 下降； 


卜厶 = 乂 ―[( 专 + arccoLr) - ~^r] =x; 


173 


故当 x = l 时有极小值 ： y =~| •十子~1. 285 , 
当 a := — 1时有极大值: y =_ j + $〜1.856. 

/= ?1^7,令 /= 0 得工 =0 . 

当 x < 0 时,: y "<0, 故图像是凸的 • 

当 x >0 时，/>0,故图像是凹的. 

从而有拐点了=0•此时 y = - Y = ^\- 

图像如图 2. 106所示 • 



[1518] y ^ jarctaar . 

解零 点处： 1=0.图像关于 Oy 轴 对称. 

函数值+为负，故图像始终在 ar 轴上方. 

渐近线： 

y = —~ x — 1 (当 >1：-» — 00时）；尸号：一 1( 当: r ，+ oo 时). 

y = 】 4 - arctanx •令 y =0 得: r ^=0 •当 j <0 时 •/<() •函数 

递减，其阁像下降》当 x >0 时，:/>0,函数递增像上升，故当 
j ：-=0 时，有极小值 y ^ O . 

/ = ，图橡 是凹的 • 

图像如围 2. 107所示. 

【1519】 y=arcsin 



图 2.107 


解 零 点处： * x =0. 图像关于坐标原点对称.渐近线：： y =0. 寧实上 • 


=0, 6=lim(y-ikx)-=0. — 2 逆巧 ^^ 


(U| 尹 ”• 


当 ui < i 时 ， y > o , 函数递增•其 图像 上升， 

当|刻>1时，: y '<0, 函数递减，其像 F 降， 

当 i = i 时，直接从定义出发，可得 y -( i )= i ， y + ( i )=— i ， 

故点(1，号)为角点，且当 X =1 时有最大值 y = f . 

利用对称性可知点(一 1•一 D 也为角点•且当 x =_ l 时 


有锒小值: y =_ f » 

y _ (—1)=-1， y + (- D = i . 

当 X -0 时，:/ = 2. 又点 x =0 为拐点 • 

图像如图 2. 108 所示. 


【1520】 


^= arccosJ ^. 



I 

图 2. 108 


解零点处4 = 0.图像关于 Oy 轴对称.函数值不为负，故图像始终在 Ox 轴上方. 
渐近线：: y =7 t . 事实上， 



k = lim 


\- x z 

1 十 1 — 

- =0, b — limarccos 口 


>0 Cr >0), 函数递增，其图像上升.当: T =0 时，直接 


从定义出发，得 >4 (0) = 2. 

由对称性知， y -(0〉= 一2,且当 x <0 时，函数递减，其图像下降 • 

故当: r ==0 时有极小值 > = 0. 此点为角点. 

/=- (1每) - 7 <0 (: r >0), 图像是凸的.由对称性知，当 
图像也是凸的.像如图 2. 109 所示. 

【 1521 】 y =( x +2) e 7. 

解零点处 ：: r =— 2.不连续点： x =0 .渐近 线：: y = i +3 .事实上， 

(x j ^) c 7 _ j ^ 卜 lim [( x-f 2 )cx — x ] — lim [3+: r + o ( 士) 一 x ] = 3. 

* 一 j -2 



图 2. 109 


=lim 


y = e + ( 


) •令:/ = 0 得 《r = 2 或一 1. 


当 0<: r <2 时,/<0,函败递减，其图像下降！当一 10<0时，:/<0,函数递减，其图像下降 
当 一丨及 z > 2 时， y > o , 函数递增，其图*上升》 

故当 : r = 一 1时有极大值 y = +勿 0. 37. 

当 x =2 时有极小值 y =4^^6.59. 

/=ei (¥ ) •令 /=。得 


当 x < —香时,/<0,图傢是凸的， 


当了>一*|~(1关时,/>0•闬像 M 凹的.故该点是拐点， 

此时： y =~|~ e _ ix ). 13. 

又 lim y = 0 t lim y = + oo . 

图像如图 2. 110 所示.图中各点的位 》: 

A ( — 2,0), B ( —1, 0.37 ) f C (一 0.40, ()• 13), D (2, 6.59). 

隹 ^/7^\ 



【 1522 】 y=2 
解存在域：丨 ：r I >1. 图像关于 Oy 轴 对称. 渐近线 j 

lim - = 0, b = lim 二 2 

X X^OO 

当工=士1时有边界的极 大值: y =2 及〜 2.6 
: y: (l) = -oo, /-(-i) = +«^ 


.事实上， 




y\x) 




ln 2 •( 


M , 


故当一】时, y >0, 函数递增，其图像上升;: r > l 时，:/<0,函数递减，其图像下降. 


/(:) = ( ln 2) 2 2 ^ 777 ’ 

v wX L +1 

>0， 

故图像呈凹状.图像如图 2. 111所示. 




) 2 


+ In 2 




( 
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图 2. Ill 

【 1523 】尸 I 〆" ■ 爸 t g . 

解存在域 ： t <1 及: r >2. 与坐标轴的交点 ：（( Mn 2) 及(+，0). 

j n J 2 — 3_ r +2 

渐近线 wo . 亊实上, A = iii ^ — ::十 - 1 —-0, &= ji •吵 勺 y 2 


y = 


3x 2 - 1x- 


(•r 一 l )( x -2>(? 十 1) 
x ^~0.72 时有极大值 ^1. 12. 

••一 - 6 x 5 4- 1 5 X 1 - 30 j - 2 4- 3 Q.r - 13 

y (x — 1> 2 (了一2) 2 (? + 1) 2 ， 

令/«0得 ^-1.52. 经判別知•它为拐点•此时 99. 
当一 1. 52时,/>0, 图傈是凹的. 

当 x >2 时 ./CO, 图像是凸的. 

当 o - M—O 及 • r — 2 + 0时， y - oo . 

图像如阁 2. 112 所示.图中主要点的坐标： 

A (-1.52, 0. 99), B (- 0.72, 1. 12), 


，令 y = 0 得1 = 一 0. 72( 另一根不在存在域内），经判别知，当 


C (0, ln 2). 


D ( j ， o ). 



【 1524 】 y = aarcsin —一 ^a l 一 or z (a>0) 

a 

解 存 在域： I J ： I <a. 与坐标轴交点 ：（ 0, — a 〉 及 (0. 67a f O). 


i y 


y = 


a 十 a * 


>o (当丨1丨< 0 时>, 


故函数递增，其阁像上升.又 

y 一 （ a ) = + oo ， y \ (― fl )=0. y — 


Xa + x ) 


Ca 2 - x 2 )f 


r >0 ( | x |< a ). 


故图像是凹的. 

图像如图 2. 113 所示.图中主要点的 坐标： 



图 2. 113 


A (- cz , -号 a ). B ( 0 9 ~ a ), C (0.67 a ,0), 斗十). 


【 1525 】 3 ,= arccos 


1 -j 

T^Tx 


解存在域 


\-x 

i - 2 x 


<1 •两端平方之，解得: r <0 或 
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渐近线: 


事实上，▲= 



b = limarccos 



当 x =0 时有边界的极小值 : y = 0 .当时有边界的极大值: y =7 T . 


sgn ( l -2 x ) 
(l-2x) v / 3x 2 -2x 


y = 


(3x 2 -2x)T(1-2x) : 


(3x : -2x)T(l-2x) 2 


(9 j -12 j 2 -1) 


(12o: 2 -9x + l) 


x^Ot 


当 文<0 时, /<0, 图像是凸的；当■时，/ >0, 图像是凹的 • 

又当 ;r<0 时 .：/<0, 函 数递减 ，其图像下降 I 当 x〉~| ■时， y<0, 函数递喊，其图像也下降》 

y- (0) = —oo, y+ ( 音 ） = _oo. 


图像如图 2. 114所示. 



i y 



图 2. 115 


115261 y=j：\ 

解一般只讨论： r >0 .函数值始终为正的•故阁«在 Or 轴的上方. 

y «，<l + lnx) •令：/麗0得 368. 经判别知，此时有极小值: y» (-^-)^0. 692. 

/=，[(1 + 10 ^+士]> 0 ,图像是凹的.当 《 r =+0 时有边界极大值广1 (利用洛必达法则求 得〉. 
图像如图 2.115 所示. 


【1527】 y=x^. 

解一般只讨论 x >0. 

渐近线事实上， lim ar + 一 1 =0, b = lim x+ = l. 
当 x =+0 时有边界的极小值 y =0. 
y =xi" 2 (l — lor). 令 y =0 得 a:=e. 

当； r < e 时，:/ >0 •函数递增，其图俅上升， 

当工>6时，:/<0,函数递减，其图像下降. 



m 2. 116 


当： r = e 时有极大值: y = ei ~1.445. 

:/ = x +— 4 ( 1 — 21 nx + ln 2 ar — 3 j ：+2 xlnx > ， 令 /=0得 47 («»4. 35). 
当 OOCe 1 47 时，/<0,图像是 凸的. 

当 X 〉 〆 47 时，/>0,图像是凹的，故1 是拐点， >^1.402. 

图像如图 2. 116所示.图中各点 位置: A ( e , 1. 445), B (4. 35, 1.402). 
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【1528】： y =( l + i > 士 • 

解存 在域: •函数值为正的，故图像在 Or 轴 上方. 

: j ^ — lnd + xXO , 故:/<0,从而，函数递减•其图像下降. 

渐近线 ：《 r=_l 和: y = l . 图像是凹的 .： r =0 为“可去”不连续点. 

图像如图 2. 117所示. 

【1529】 y = s(\-\--jY U > 0 ). 

解 /=( i + 士) ’+{+ 士广 0( i ++)- 击] >。， 

： ln(l + ^)-^>0 Cr >0>， 故：/>0,从而函数递增，其图像上升 • 
当 x - + 0 时，有边界的极小值 y = 0 . 

渐近 线：: —•亊实上， 

k= lim ( l + - i - ) = e . 

.. O+^IX 14 • 士 ) 一土 ] 


图像如明 2. 118 所示. 


[15301 y 


A 

= zz 

一 IT ? 


(不研究凹凸性）. 


解函数值始终为正的，故图俅在 ar 轴的上方•图俅关于 Oy 轴对称. 
不连续点：:及 X = —1. 

• / — 2? Cl ( 3 - 〉八 •/ 一 A ^ - 一丄 /T Zr? Ail Qif 


y = 


( l - 


d +- r J 


，令 y = o 得 x = o 或 x =± V 5\ 经判 别知： 


当 x =0 时有极小值 y=ei 

当 x = —万时有极大值15» 

4 Ve 

当时有极大值 y =^ 7 z ^ O .\ 5 . 9 

4 Ve 

渐近线 ：< y =0» : _1 及 x=U 

图像如图 2. 119所示.图中主要点的 坐标: A (0, e ), BO / J , 0.15), C ( 

作出下列参数方程所表示的 曲线： 


(f+1) 


4 


u-iy 






当 1 • VT = 11 f^/y = t 2~~' 相减得 

^—/y = l ( x ^1* j >3») » ⑴ 

当 _ 1 时 ， V ^ = ~ l ~2 一 ' »Vy = 1 2 I 因而 • 

>[ y—-Ix = \ (_ y > l ，_ y >: r)i (2) 

当时,•相加得 

( o « i , o « i ). ⑶ 

由方程 （1),(2) 及 （3) 即得所给曲线的 图像. 图像关于 >- = x 对称， 

如图 2. 120所示.囝中主要点的坐标： 

A (1.0), BC 4.1), C (0,1>, D ( l ,4), £：( +，+)• 


【1532】 j = 2r —/* , y = 3 c — t \ 

解 x ； =2(l-r). : y:=3(l — / z ) • 令: r:=0, y , =0, 得 f=±l. 

作下表： 


/的范围 

r , 

y . 

X 

y 

(-00,-1) 

+ 

_p 

由一 OO 上升到一3 

山 + OC 下降到 一2 

(-1.1) 

+ 

十 

由一3上升到1 

由一2上升到2 

( l .+ oo ) 


一 

由1下降到一 oo 

由2 F 降到一 oo 


公0 音<1 + /> (#1〉 •令得 f -1, 此时 1-一3, y ^- z . 



m 2 . 120 


由于 Fl 士•故存在域为像有两支, 


又因故当/>】时图倮呈凸状，而当 f < i 时图像呈凹状. 

3 j = 0 时，/ = 0或 f = 2, 此时3^0或3»=—2 
当: y =0 时，/ =0 t +>/ J 或一 VJ , 此时 j =0, 0.464 或一 6. 464. 

阁像如图 2.121 所示.图中主要点的 坐标： 

A (-6.464, 0)， B (-3*-2 ) t D ( l ， 2>, E (0, — 2). 


11533] 

解 i 卜 
考虑/ 


zrr ， y 


2 — 


r 


tU-2) •— 1+f 2 

•Ot y \ =0 及 a :: ， / 趋亍< 


的/值 


0, 土 1 及 2. 



m 2 . i2i 


作下表: 


/的范围 

X, 


X 

> 

(-00,-1) 

十 

一 

由一<»上升到一 j 1 

L j 

由 0 7 降到一 oo 

(-1.0) 

+ 


由 一 j 上升到 o 

由 +OC 下降到 0 

(0,1) 

— 


由 0 下降到一 oo 

由 0T 降到 一 CO 

(1,2) 

— 

— 

由 +CO 下降到 4 

由 +CO 下降到 f 

(2,+oo) 

+ 

— 

由 4 上升到 +oo 

由 1 ■下降到 0 
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办=一 


cU 


当价 一及一 时， g < o •因而，函数递减’其图像下降. 


卜的 ㈣ ^， 令 &= 0 得内一 0 . 33 , 经判 别知，此 时对应于拐点 （一 0 . 08 , 0 . 30 ) 


d 2 v 2(/_l) 3 (f 


令_ = 0得 f = 0,2 及一 1,其中当/ = 0及2时有垂直切线•切点为 （0,0) 及（4, T ). 当 /= — 1时 

ay ° 

此为垂直渐近线.事实上， ^ = 00 . 


斜渐近线为 y = Y ^~ Y - 事实上 


^= Iim ^ = Ii ： 




tit+2) 


. •- ， /(f+l) 1 … 2 / =2(/+1) 4 - 

又当 j —** + oo 时•即当 /—1+0 时 》_>»■♦ + °° 或当 /-** + °0时 .^-*0* 

又当 X — — oo 时，即当一00时，>一0或当 f-M — 0时，一 oo . 

总之， limy =+ oo 或0 ， lim > = 0或 一 oo •图像如图 2. 122所示•图中主要点的坐标 ：A ( 

: •，+〜 — oo O O 


ij ( 4 * t )* 



【 1534 】 ^ yi - 2 ^ y= TT7- 

解由于以 _f 换 Z, *T 及: y 值不变，故只须考虑 r 的正值.又闪 '=€， 故或 
^ = 0 = 77 * y >= jY ^ y ' — < 0 ,函数递减•其围像不降. 


& = TTT 7 r 时图像呈凹状，当 Id 〉 1 时图像呈凸状. 

考忠 〆 一0, y , =*0. 及 * r ; ，>»;趋于 oo 的 / 值： / = 0， f = l . 

作下表： 


Z 的范围 

mm 

mm 



( 0 , 1 ) ’ 





( l ，+ oo ) - 

mm 


BSSlfli 



渐近线为: y =^ •.亊实上 


卜】兜 f '巧 PTTTT )^ 0 * 
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在点 （― 1，0) 处 （ f = +°°>， g = 一 1 •而在点 ⑺， 1 ) 处 （r==0 〉 仍有 

.这说明在这两点处的切线均与 Or 轴成135°的角.这 
dx 

两点且为边界极值点. 

图像如图 2. 123所示 • 

【1535】 j * = /+ e " # •: y =2 ，+e ' 








dy ^2( e r + l ) 
dr 



作下表: 


f 的范闹 

H 




■ 

m 

围俅 

<- oo ,0) 


a 



B 

B 

h 升•凹状 

(0，+ OO ) 

D 




B 


上升，凸状 


渐近线：事实上， 


lim -^= lim 2< : e :广 =2, 

一 /n c 


» jc 


b = lim (y — 2« r )= lim [(2 r + e 2| ) —2 r —2 e f ] = 0. 


4*00 


当刚，对应于曲线上的点 AU 山 •此 厕数& 4 •当 


曲线与渐近线相交•图像如图 2. 124 所示. 

【1536】 x = acos 2 /f y = acos^t ( a >0). 

解由于 acos 2 (r + 2 n ) = acos 2 / 及 “ cos 3( f +2 x > = cicos 3/. 
W 此，我们只须考虑 f 在 （0,2； t ) 内变化时， x 及： y 的变化情况 • 



j : = 一 2 asin 2“ y t — ^ 3 asin 3 /t 


3 sin 3 f 
dx 2 sin 2 / 


考虑 x ;= o , 少;- 0 的值： ^0, y , f , y , 。 y , y ， y , 及 〜 


作下表： 


/的范围 

a 

amemm 

mam 

m 






wmsm 

D 





由一 ~ i ■下降到一 《 







由一 Cl 上升到一 

mmm 

■ 





由一 "1 ■上升到 

由 a 下降到 

— 

下降 




由 a 下降到 _f 

由一 上升到^ 

一 

下降 




EBaJSB 

wssm 

D 





由_«上升到一 •§• 







wmsm 

wmsm 


n 
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当 /= 号时，裝一 0 ，此时户一音， y = ~ ai 

当 时，砮 = oc ( f 从小于 I 趋于 f 时 ，砮一 从大于 i " 趋于 号时 ， 砮：+⑹，此时了一〜 

y=Ot 

当时，裝= 0 ,此时 j== 一含，尸《* 

当 r =7 t 时，利用洛必达法则可求得 ， 此时 1=“，>=-以 

当 / = 0时，利用洛必达法則可求得 g = f ，此时 -r = y = a . 

图像如图 2. 125 所示 . 

图中主要点的坐标： • 

Ma , a ). B(y ,0), C ( o ，-$)， D (-专，- fl )， 

E ( — a ,0) * f ( — a ) , G ^ o .^ a ) * H ( a . — a ). 



ffl 2.125 ffl 2. 126 

【 1537 】 j = cos*/* y=sin 4 /. 

解 /r=cos-/, >/?=sin 2 /, 相加即得 7^+V7=l. 图像如图 2. 126 所示 • \ 

* ) 麥看 1531 題 . 

[15381 x=t\nt, 

解当 C >0 时， a : 及: y 才有意义. 

当0<0<1时，令 〆 =+ ，則^>1, 且文=一!^， 所以，像关于直线 ： r + _y = 0 对称. 
以下讨论图像的极值点，凹凸性及拐点，不妨设 

^ y 21n 2 f — 4 

dr _ / 2 (l + ln/) f dx 2_ r 3 (l + ln/) 2 - 
令1 一 lm = 0, 得 r = e .经判别知，此时图像有极大 值点： A ( e ,+ ). 

令 In 2 卜2 = 0•得 f = e ，， 相应的点 fi ^ /^乃， 为 RI 像的拐点 • 

当 l « e '即当 时，图像呈凸状.当 f ^ e ^, 即当 万时， 图像呈凹状. 

作下表： 
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的范围 



图像 




上升到 


下降 


曲线通过点 （0,0), 在此点切线的 颃角为 45°. 
水平渐近线为: y = 0 .事实上， 


k~ lim 2= lim -r- —O f 


✓ 

/ 

X 45" 


lim — 5 -- 

#• + * r 


lim (y — kx) 


=lim lim — = 0. 


垂自渐 近线为 1=0 .亊 实卜 .， 


!imy= lim y= lim — 


阁像如图 2. 127所示. 


[1539] 


y = 


(“ > o >. 


一 m 2.127 

解将此参数方程化为直角坐标系下的 方程: — ; yi = fli . 

M 然 • | or |> fl 且阳橡对于两坐标轴都对称，故只须考虑在第一象限部分的函数阳像.由于 

/ = ^ lyl. /=*yx* iyl l ). 1，. 

而当 1 > 0 ,>> 0 时，有 * r >； y . 从而有/> 0 , / >0. 故阁俅匕升 
且呈凹状. 

在 (《, o > 点的切线的倾角为 o °. ° d ^ 

阳俾如 ffl 2. 128所示. ’ 

【 1540 】 J = fl(sh/—/>,3f = fl (ch/ — 1 〉 (a>0). 

解 当 /用一 /换时 , X 的大小不变符号相反，而？却不变， 图 2. 128 

故图像对于 Oj 轴对称. 

工:* 磁一 ”• 卜铝 • &=、7^. 


作 下表： 


的范围 




BBi&saa 





下降到 


0 上升到 + 


3 DD^ 9 ^H 


当 ,-*■ _0 时， x-* — Ot^-*- —oo, 


当 /—+ 0 时，1一 + 0 ，普— + oo. 因此，在(0,0>点的切线垂直于 ar 轴 


图像如图 2. 129所示. 


把下列曲线方程化为参数方程.然后作出这些曲线的图像： 



115411 


f 3 — 2axy = 0 (fi>0). 


9 2. 129 
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解设: y = t , 代人方程，并消去即得 y = Y ^- 


由于/= 


, 6 fl (~ H 3 ) , 


( 14-/ 3 ) 2 ’ 


3 al (2- i z ) 

( l + r 3 P 


考虑 x : = 0, / =0,及 〆 ，: y ; 趋于无穷的/值 
作 下表： 


, 0 , 益及反 


/的范围 

A 

— 

y . 


y 

(- QO , — 1) 

+ 

— 

由0上升到 + CO 

由0下降到 一 CO 

卜 1， 0> 

+ 

— 

由 一 oo 上升到0 

由 +ao 下降到 0 

(0 ，p 

+ 

+ 

由 0 上升到 M 

由 0 上升到$ 

( k' m 

— 

+ 

由 M 下降到 M 

由 y2a 上升到 V\a 

(>^2 1 + oo ) 

— 

一 

由 M 下降到 0 

由 M 下降到 0 


，当/=。时, X =0. 尸 0. ^=0,当卜 -+ oo 时, 

2 (T 一 〆 ） 

这说明•坐 知垛 点是曲线的二艰点.曲线的一支与 az 轴相切，一支 
与轴相切. 

渐近线： • T+jy + asO . 寧实上， 

k ^[\ rrx -^= = 

X /-♦-l 3(lt( 14""/ ) 

A - lim (: y _ &> = lim 3 a jl ^ at « | j m = - a . 

图像如图 2. 130 所示. ffl 中主要点的 坐标： 

^ (a V^T.a v^2 ) • C{ a i/2 • 

【1542】 x 2 +y=x 4 +y. 

解显见曲线关于两坐标轴对称，同时关于直线: y =* r 对称. 

设 T = /_ y ， 则当3^=0时，得 尸±甚^\. 


:。.>=。. h 群 



m 2. 130 


根据对称性，不妨限于考察方程 


[7 TT 

_ V ? n . 


(0«1). 


由于故曲线界于纵轴正半轴与直线7 = 1之间，由此根据对称性即可作出全部图像.当 
由0连续变到1 B 、 t ， 曲线上的点 （0,1) 连续变化到点 （1,1) .由于 



(1一2/ 2 — 
(夕+】） 2 


./?TT /(1-2/ 2 -/ 4 ) 
Vp+i • (/ 4 + i ) 2 


令3 = 0, 得 / = 0, v 7 f —1. 相应地，有: r = 0, y = l ； x = j =^0.7\, y ^ lAO . 

经判别知，当: r = 0 时: y 取得极 小值； 当 x=g 时，: y 取得极大值.类似地，当: y = 0 时,: r 取得极小值: r = l ; 当 


184 




： y = g : 时•取得极大值 10. 

由对称性即得知 ：当： = 0时，有极小值 |：y I =1;当 kl 时，有极大值10;当 y = 0 时有极 


小值 k | =1;当 |： y | = j 时，有极大值 10. 

值得注意的是，当 Z =1 时即在点（1，1>处因而•曲线在点 
(1，1>光滑 连接. 

原点（0,0)是一个孤立点，再计算几点的坐标（0</<1): 

作下表： 










■ 







0. 86 



m 

■a 







n 


曲线与两坐标轴的交点为（一丨 ，0),(1,0),(0, 1>及 （ O , 
如田 2. 131所示. 

H5431 j： 2 y =j- 3 -y. 

解设: y = u , 代人原方程，即得 


-!>• 



~7~ 


y= 


( ㈣ ) . ：:一学 


y : = - 


l + 2r J 


Kl + 2f 3 ) 

~ 2 ? 


令 Z =0々; =0及 : r :， y : 趋于 oo •得 —界 • 0. 


作 下表: 


/ 的范围 





■ 

阁像 

(一 OO , -万） 

D 
















■gHKH 



下降 







圆 




n 

图像通过点八 ( 晏，一奏}，3(务-奏)，及 0(0,0). 如图 2. 132所示. 

【 1544 】 x y =y U>0 9 y>0). 

解由方程显见直线:是图像的一部分.对于: y # x 的部分，图像显 
然关于直线 ： y =* r 对称. 

设工 =(1 十则: y =( l + n l+ +, 即当: r 关: V 时，曲线的参数方程为 



•r=(l+f 〉 T, 

: y=(l+/ 广 +• 


m 2. 132 
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由条件 x >0, y >0 知， r 满足一 + 由于 

iim lim ( l+/)T = +oo f iim y = lim (1+/)^7=1, lim « r = l ， lim y = 

卜-卜 0 卜一卜 0 卜 ■卜 0 ,__ l +0 ，一 +00 + 

f 因 Unu := lim ： y = e ，故点 （ e ， e ) 是曲线上的二 重点. 由于 


故直线 x =- l 和: y = l 是曲线的渐近线•又因出 




( 1+0 


- ln ( l +/〉"] dr 

一 ■， 不 


t 2 


= (1+0 T - 


丄「 t—(\ +OIn(l+z> 

t z a+t) 


于是， 


g =(1+/) [ 1+ _ 


t l 


( l + r ) ln ( l +/) 


]• 


容易证明 = —1. 并且当/€(0,+°0)，从而工€(1，6)时，恒有裝<0.亊实上，设 

则 纪 (0) = 0 •并且容蛣证明 

^ # (/) = 2/ — ln(l +/)>0 f (l+l)ln( 1 十 /) 一 / 〉 0 . 

从而，有 贫 （/>=〆 一 [n+/)in(i+/>—f]>o 』 p (1 + /)ln f (1 +m 〉 i. 

于是, 


( 1 +/) 


t 2 


( l + r ) ln ( l +/) 




< 0 . 


由对称性知，对于/6( —1,0>,也有3<0.而当/ = 0时•冇 


dj I i-o f-o ax 



所以，图像始终姑 F 降的，并呈凹状•无极值和拐点.对应于 r 的变化范闱 0 
计算几点坐标 如下： 


t 

0 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

一 0.8 

-0.9 

/ — 1 

X 

e 

3. 05 

3.59 

4.50 

7.48 

12.9 

jr — +oo 

y 

e 

2.44 

2. 15 

1.84 

1.49 

1.29 



综上所述，曲线的 ffl 像由《部分组成，一部分是貞线•另一部分是对称于直线: y = x 的曲线（阁 2. 133). 
115451 作出曲线 ch 2 a ：- c hz ： y = l 的 图像. 

解显见曲线的图像关于两坐标轴是对称的•故只须在第 一象限 x ^0 f ^0 范围内进行讨论.考虑渐 


近线 


lim 上 = lim sh z j — 


lim - 

sha:+ /sh 2 . 


^ r ( chx+ 


shx 


y/sh Z X — 


chj 


) 


=lim ■■ - - := lim =!• 


为求 lim (y — J *) •令 


j = ln ( shT + 


一 1) 一 


因为 


chx + 


shjchx 


Iim e - = nm shj +々 h :一 】 =Iim —— lim ㈣ = 1, 

-•+ 相 +oo e • 本 《 e 


e" y/sh 2 x- 

所以 ， lim (: y —.因此，直线: y=a: 是原曲线的渐近线. 

«r -♦ + do 

因为当: y = 0 时 ch：y 取最小值 ch ： y=l ,所以，: r 必须满足 ch ? x^2 或丨 *r | >ln(l 十 #) 々 0. 88, 并且当 
: y =0 时 ， M = ln ( l + W ). 
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曲线方程也可表示成 


(char —ch>0(chx + chj) = 1 ， 


从而令 

chx — chy */, 即 ckr + chy — 


所以，对于第一象限部分的曲线方程可表示为 

汗 + 


chx = 


(0< f < V 2- l ). 


chy = 


由原方程知 


Zc\^cshjr — 2 chyshy • y =0 或 / = ^^ p >0. 


因而，图像是上升的. 

n 丄 t " (ch 2 a:+sh 2 j>ch3»sKy — (sh z )+ch 2 y) • V • chjshx 
又由于-— 

_ (ch ? x+sh 2 j) ch ? ysh z y—(sh^y+ch 2 y)ch^ jsh 2 x 

(chjfsha *) 1 f 


(ch 2 :r+sh 2 jOch z (sh z j+ch 2 y)ch 2 j：sh2i=ch z xch z y(sWy — sh z x) ^s\\ 2 xsh 2 y(cWy — ch z x) 

=ch 2 arch 2 y ( ch 2 y — ch 2 j) + sh 2 xsh 2 ^(ch 2 y—ch 2 j-)= Cch 2 y—ch 7 a*)( ch 2 xch 2 >+sh 2 j-sh^) 

™ — < ch ? j ： ch 2 y + sh ? xsh 2 ^)<0. 

于是， /<0 忸成守.所以，曲线呈凸状. 

计算几点的坐标如下 《 


t 

V2-1 

0.4 

0.3 

0.2 

°* ] 1 

t 0 

X 

! n ( l +^) 

0. 92 

1.07 

1.61 

2.31 

x 今 + 00 

y 

1 0 

0.33 

0. 98 

1.53 

2. 28 

y 一 + 00 


曲线形状如图 2. 134所示. 



图 2. 134 

作出下列用极坐标 ( p , r )( r >0) 表示的函数的 图像： 

【1546】 r=a + bcos ^> (0< Ca ^ b ). 

解当 4 2 = 6时，/*=奴1+(： 0 哼），这就是心脏线，如图2.135所示. 

当 0< a <6 时，其几何轨迹叫做蚶线，由于 〆 一$) = 〆 #，故图像关于极轴 对称. 

由于当 r >0 时， i tp I < a=arccos ，故当 9 = 0 时 r 有极大值 r = a + 6 ; 当 9 = 士<*时 r 有边界的极 
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小值 r=0, 又由于〆= 一65;11 9 <0,故当 史由 0变到 o 时， r * 由变到 0. 

当广<0时, 0 <| 9 |<71，仿照上述讨论，由0下降到^一汉 

极点 O 为二重点•如图 2. 136所示.如果不考虑 r<0, 则极点 O 不是二重点. 




【1547】 r=asin3^ (a〉0). 

解由于故函数 r 是 以穿为 周期的函数.函数的存在域为: 


0<9^号》 

为此，只要讨论•即可. 


f >0. ^>6 (0’ 晋）’ 

r=3acos3<p< 

1<0，号)， 

故当时 r 有极大值 r = fl :当沪=0及■时， r 有极小值 r = 0. 射线 
9="| ■，炉 =_及 炉=孕 为闬像的三对 称轴. 



图 2. 137 


曲线在点 O 自交且为三重点•整个图像有三个形状相同 的瓣. 如图 2. 137所示. 


【1548】 r= ■ JL (a>0). 

\/cos3 沪 

解 由于 r ( 9 + 譬) = r<p， 故函数 r 是以宇为周期的函数.显然图像关于极轴对称. 
函数的存在域为， M ■及号 〈kicg. 为此只要讨论 一fg^j 即可. 


3—3' f <0 , #(十)， 

2( co —〉”> o . #( 0 . f )， 


故当史=0时有极小值 r=a. 当采由 0单调地增大到^■时， r 由 0 单调地增大到 + oo, 在这种意义上, 
为曲线的渐 近线. 同样地 9)=_f 也为渐近线. 


由周期性可知，当史=士_时有极小值 r=a. •及卩 =土_均为曲线的渐近线. 

最后，还要研究在点 U, 0> 附近的状态.为此，只要考虑在该点切线的 斜率： 


tana = 


茫 sinp+rcos^? 

dr 

0S9 —疒 sin ^ 
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COS6<p 


3 asin 3 ysin ^+ 2 acosycos 3 y 
3 asin 39 xros ^ — 2 asin 9 COs 39 # 


于是 ， tana 1 ^= 0 ® •即在 （ a ,0> 点曲线的切线垂直于极轴 


如图 2. 138 所示. 


【1549】 其中 <p>\ ( a >0). 

9 ~ x 


解由于 

limr= lim^^= -hoot lim r— lim lim 

『•I 1 ，-•一 oe 今 <^ip 1 ，一 + 如 Ctl 史 

从而，曲线以 < f =\ 为渐近线，以极点为渐近点•又 


= 0 , 



图 2. 138 


dr = 右 ( y - 1〉-〜 — . ( y - l )_ T sh2 炉 
dtp a (y>— l ) 2 a (^p—\ych z <p 

当 Kf+oo 时恒有 ( yl )-+ s h 2 y <0 .亊实上，令： y (0 = (9 — l 〉一+ sh29 > ，则: y ( l ) = —|> sh 2<0, 而 y ( 9 >) 


，故有: y (9>)< jU ><0 •这就 it 明了当 l < f < + ~ 时恒有#<0, 即当史 增大时 r •单调 减小. 


为考察当 r —+ oo 时曲线的变化趋势，令 


yi =xtanl 


tho > • 


StT\(p. 


由于 


yt-yi 


一 J*tanl =a ^^ siny>—a 


^ co S? , 舞 -a ^ cos ^ tanl -. th ^ taf ^:; anl 


从而， 



4( 力 卜 Umath ^ os ^ = ^ j . 


a 2 .139 


于是，在直角坐标系当 


，时，曲线以直线 ：y = x tan l+ a ^为渐近线 • 


计算几点的坐标如下表 




综上分析知，曲线是螺状线，如图 2. 139所示. 


【1550】 cos^— 

解 由方程容易判定，曲线关于极轴对称.因而只霱在 0« TT 范围内研究图像.方程可化为 


1 士 \/1 ~4 cos ^ 
2 cos ^ 


由于必有1 一 4 cos 0 O , 故角的最小值应为史 = arcc os ^々75°3(/, 对应的 r =2 •由 r >0 知曲线方程为 


1 + \/1 ~4< 
2 cos 妒 


+ 〈号 ) 


( 1 ) 


2 cos 子 


(子 <K ； r). 


( 2 ) 
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首先研究方程 （1) 所表示的曲线的图像 • 因为随着史增加， 2 co S 9 p 减小， v/1—4cos f 增大，因而 r 随史增 
加而单调增加.事实上，易证_>0•又 


•• •• 1+ \/ l —4 cos ^ 

hm r== ，，m ― 2— +' 


-0 


所以，当 r—+oo 时有渐近线•又由 


r 2 


，得工= 


，故当 


时 


•即当 


时， 


曲线与直线”二- 1 -无限接近（直角坐标系下^=1为渐近线） • 

cos ^ 

下面研 究拐点 .由 


dcos<p r 2 —2r(r— 1) 2 — r • dw 2 —r dr _ r 3 . 

~dT = - ? - = — f — 


从而， 


^(2 广一 6 〉「 ，— 1X2 


(r 


2r-6)T, (r-l) 2 1 , r 3 r~\ 

1 一 - ~ +^ T 7 

■ ■ 


r{(2r-6)[r 4 -(r-l) 2 ]+(r-2) 2 (r-l)} 

(r-2) 3 


由 ^+2( g ) Z - r ^-0^ 2〆 一 3^+8广一6 = 0,经判 別知： 拐点的 r 介于^^和 1 之间 
再来研究方程（2〉.由于 


lim 


lim 


— vl —4cosy _ 

2 cos ^ 


事实上，由 co^»=^i 也可得，当9>=*|■时， r=l .因而点 ( l，f) 是曲线上的点•又 


dr 

d<p 


( 2COS9 ) 


^[(1 — 4cos^) *T ( —2sin^)(2cos^>) 4-2sin^( 1 — y/l — Acos<p)] 


2sinaC(l— yl —4co5®) \/1 一 4cosc — 2 cosy] 2 s \ nq ^ >/1 一 4cos 炉一 （1 — 2cos^)l 


(2cos^) 2 vT~4cos9 


(2cos^) 2 vT~4cos^ 


(3) 


容易证明 I /(y>> = \Al — 4 cos<p — (1 一 2cos^) <0 •事实上•有 


，、〉 =2 — (Tf^r 1 〆 0 且 /(f 卜 . 

又因当 史 时， （3) 的其它因子均为正，故得 g<0, 即 厂随史 的增加而单调 F 降，并且当^>=7：时达 
到极小值 

r = 1^5 = 75 _ 1 l 


，实上，#经过 p = 从负变到正. 
计算几 点的坐标列表如下： 









M^UM 






■ 

D 


D 

D 




D 






曲线如图 2. 140所示. 





m 2.140 


作出下列曲线族的图像 G 表參变置）： 

【 1551 】 y=x 2 -2x-\-a. 

提示将方往变形后作平移，丼就 a > l, fl = l 及 a<l 讨论抛物线頂点的位置. 

解将方程 变形： ： y—(a — 1) = (1 一 IV . 作平移 

+1 

ly=y + (a-l), 

即得标准方程 y = - r / J ，此为呈凹状的抛物线. 

当 a > l 时，抛物线的顶点位于第一象限；当(|<1时，抛物线的®点位于第四象限 I 当时，抛物线 
的顶点在 （1,0). 不论 (2 为何值，此抛物线的顶点位于直线 x=l 上.如图 2. 141所示. 




115521 

解当 a = 0 时为直线 ： y ， ar . 

当“浐0时为双曲线族，其图像可由： y=x 和: y = f 相加而成，它们均以 直线; >^=1*1 = 0 为渐近线. 

当 x = 丨 a | 时，有极小值 y =2 丨 a | •当一 | a | U 关 0) 时，有极大值 y =~ 2 \ a \. 

如图 2. 142 所示. 

(1553] y=x± v/a(l—x 2 ). 

解： y — 之=士 y / ail — j 2 ) ，即 （y — zP + ax 2 = a . 



作仿 射变换 X_t "' V， 则 原方程变形为 = 

当 0< a < + oo 时为椭 圆族； 当 一 co < fl <0 时为双曲 线族； 当 a = 0 时为直线 y = 全族曲线均通过点 
(一 1,-1) 及 （1,1). 

:/ =1 T - T =^=^=, 令:/=0,得/完士，则 1+61>0或^>-1 
Va{\-x z ) 卜。 

y = T ^ f _ l ，当 时上式取负号：当: y<>r 

(1) 若 a >0, 则当1=^=时，由于 /<0, 故取得极大值 ; y = / TT ^. 

vl+a 

若一 i < a < o , 则当一一；=^=时也取得极大值 > -一 v ^ TFTT •当 x = ti 时取得边界极小值 y=Ti 

vl+fl 


(a 关 0). 

(2) 由于/<0,故曲线是凸的 .当: y<i 时，有 

(3) 若 a >0, 当 ： r = - / l ! 7 二 时有极小值 y = 一 y /\ fa . 若一 l < a <0, 当 x = Jl _ z 时有极小值 : y = 

v 1 vl 

vT 1 ?^ .当文=不1时取得边界极大值: y = Tl . 

(4) 由于/>0,故曲线是凹的•此外，当 a <0 时，曲线有淅近线，容易求得它们为： y =( l 士^/=^■) J ^ 
椭圆族、双曲线族与 复线已 为大家所熟悉，故图略. 


【 1554 】 



解原方程可变形为 = e 〜. 因此, 若作仿射变换 | e, = ~ y + - v, 则原方程化成标准形式 


当 a 关0时，表示一指数曲线族，当 a = o 时，表示 e 线 y = i+f •全族曲线均通过点 （ o , i >. 
y = j — ae ' 令 / = 0得 1=丄 ln 2 a . 

乙 a 

/ = fl 2 e ^>0, 故曲线呈凹状•若 a >0 •则当 T = l | n 2 a 时 

a 

有极小值: y =^( l + ln 2 a )» 

若 ti <0, 则因:/〉0,故函数 _ y 是递增的. 

现求渐近线《当^>0时， 

b= lim (y—kx) =0t 

■ r — f 嫌> 

故渐近线为 

同法求得当 a <0 时，渐近线也为 ： y=f ，然此时应考虑 r —— oo . 如图 2. 143 所示. 

【1 SSS 】 y=^xef 
解全族曲线均通过原点. 

: y ' = e _ f (1 — 子)•令 / = 0 , 得 
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/=e-f ( 含 —j ) •令 / = 0, 得 x=2a. 

经判别知： 

若 a >0, 当 1 = “时有极大值 37 a ; 

若 a <0, 当时有极小值: y = ae i. 

拐点 j=2a ， y=2ae~ z ^O. 27a. 

容易求得，渐近线为: y=0 .与1554题类似，当 a>0 时应考虑 jt —+ oo ••当 a <0 时应考虑一 
又曲线族与直线在原点相切，如图 2. 144所示 • 



§ 13. 函数的极大值与极小值问题 

【1SS6】 证明：若函数 /U) 不为负，则函数 

F(x) = C/ J (x) (C>0) 

与闲数 /(:r) 有相同的极值点. 

证如果: r 9 为的极大值点，则在* r。 点附近有 

F(x 0 )>F(x) (jr^xo) (O 

KP Cf z (to)>C / 2 (JO. 根据 OO, 以及 /(x) 不为负，必有 

/(x 0 )>/(x) (jt 在 I。附近，且 j 关: r 0 > 

这就证明了 X 。 点也为 /(z) 的极大值点.反之，若 I 。 为 /Cr> 的极大值点，则在 I 。 附近，有 

/(x 0 »/(x) (x^xo). 

于是， 

C/ l (xo)>C/*U), 

即 （* ) 式成立.这躭证明了 X 。 点也为 FU) 的极大值点.同样道理，若 J 。 为极小值点时，也可证明 Fix'iH 
/(•r) 有相同的极小值点. 

【1557】 证明： 若当一00<>< + 00时，函数 fCr) 严格单调递增，则函数 

/U> 与 

有相同的极值点. 

证设 了。 点为 /Cr) 的极值点，例如是极大值点，则在 x 。 点附近有 

/(x 0 »/(x) (x^xo). (1) 

因为函数 0 J：) 为严格单调递增的，故也有 

9 J (/(xo)»9</(x)) ( x ^ j 0 ). (2) 

这就证明了点 A 也是〆 /(x)) 的极大值点.反之也对，因为由 （2), 从 9(ar ) 的严格单调递增性质知必有 
(IX另一种情形，即设点: r。 是极小值点时，也可类似获证.于是，原命题得证. 
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【1558】二正数的和等 T 常数“，求此二正数的 m 次幂与”次幕 （ m 〉0，”>0) 之积的极 大值. 

提示设一正数为了•由題设，我们只要求函数= — : r )*(0<: r < a ; m ：>0,/ i >0) 的极大值 • 

解设一正数为 I ,则按题设，我们只要求函数 

fU)=T-(a-xr CO<x<a) 

的极大值.由于广 —+ •故若令 /'( jr > = 0, 即得工==当 0 <x<^^ 


时， /'( 工 )>0, 当时，/ '(a:)<0. 因此•当 1 =^； 时， /(or) 有扱大值 




(m + n ) 1 


I 1559 J 二正数的乘积等于常数~求此二数的 m 次幂与 n 次幕 （ m >0, n ：>0) 之和的极小值. 
解设一正数为 * r , 则按题设，我们只要求函数 

/(JT)=X-+( 子 ) - (0<J<-h~) 


的极小值. 

由于 

N rnjr * m — na m 

f O — -pri — . 

令 /'U>=0, 得显然，在此点的左边， /'(dCO, 而在此点的右边，有 /'( 文 )>0, 故知当 


x = (5)” ^时，函数 /( x ) 有极小值 


【1560】当对数之底取何值时存在这样的数，它本身和它的对数相等？ 

解解法1: 

设所求之数为 a , 则对于 0< fl < l , l < a <+ oo 及1〉0时 

\og^x = jr 或 a s = x. 

问题即为取怎样的数〜上式才成立. 

为研究使 （1) 式成立的 a 及相应的 z 的取值悄况，我们在直角坐标系内取曲线 



在交点处，方程 （1) 与 （2) 等价（图 2. 145). 


( 1 ) 


( 2 ) 



注意，指数曲线与直线 y =« r 是否有公共点，就看其差 

A = fix)=a x —x 

有无使厶=/(0：>=0的点: r . 

设: y = W 与: y = i 相切于一点（: ro , aJ >) ，此时广 （ i 0 〉= o , 即有 
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从厶 =0 知有 （1)， 即 


( 3 ) 


a； 0 -x 0 =0. <4) 

由 （3) 和（4>可解得 



当 a>a 0 时，易见: y =〆 比： y = W 远离直线: y = t 故此时无 交点. 实际上，注意到有并记 g ( a , x ) = 
a*， 对于 jt >0 •只要 a > a 0 就有也即 g ( a 0 ，*r) 是 g(a，j) 的极小值.故当 a〉<2。 时 ,y = a 与 _y = «r 
尤交点.而当时（且要求此时 （2) 有解，从而 （1) 有解.如图 2. 145中曲线①、②、③、④所示. 
解法2: 

设 /(>1> = 3,則由/ # ( x )= e ! r . = 0 得.显然当： r 通过 e 时 /'( x > 由正变负，故知 /( e ) = 

ei ^ l . 445 为极大值.从而， 

因此，当 0< a < e +且 时，有 \ og„x = j ：. 

【1561】 从面枳为给定值 S 的一切矩形中，求其周长为最小者. 

解设矩形 的-边 长为 J ：， 则另一边长为周 K 为 

/(x)=2 ( x+ |.), 

按®设，我们只要求其最小值. 

由于故令/'(1>=0,即得1=^/5.由/"(75>〉0知，此时/( I )有极小值.又由于 

极值的唯一性，故此值也为 M 小值.因此，所求的矩形为以为边的正方形. 

【1562】 若直角三角形的一直角边与斜边之和为常数，求具有最大面积的直角三角形. 

解设一立角边为 I ，則按 a 设，另一直角边为7(« —工> 1 一/ = 故 直角三 角形的面积为 

S(j：)= : -|- r — lax • 

利用极值的解法得 ：当： r =~| ■时， S ( x ) 值为极大值.又由于极值的唯一性•故知当■时， S ( x ) 取最 

大值. 此时斜边为 a —— 它为直角边的两倍，故此三角形的两锐角分别为 30* 及 60°. 

本题也可用1556题的结论求得结果•亊实上，令 F (： r )=4 S z ( x >, 则与 S (* r ) 有相同的极值点，对 
FU ) 求极值可得同样的结果. 

【1563】 要使容积为给定值 V 的圆柱形闭合容器有 JR 小的表面积•其 尺寸如何？ 

解设容器的底半径为 * r , 则高为 H = 故脚柱体的表面积为 

S(x) = 2xj ： • -^ + 2 灯 2 . 

由于 

令 S 7 ( x > =0得 x =^/^. * ^ ) >0 知，当时， SCr > 有极小值 

S(^)=^vr- 

由于只有一个极值，故知当底半径为而高为$ = 时有最小表面积^ 
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【1564】 在不超过半圆的给定弓形内作出具有最大面积的内接矩 形. 
解由图 2. 146知，不妨设圆的半径为单位长度，则 
OA = cos 尹， BC — sinat BA = coso— cos<p. 

从而，矩形面积为 

S(a) = 2BC • BA = 2sina( cosa — cos<p) = sin2a~ 2sii 
而 

S^a) =2cos2a — 2cosacos^=4cos 2 a — 2cosacos^—2 • 

令 s'(a>=0, 可得 

^; 2 < p +8 



图 2. H 6 


注意到 ytAft cos^cosa- 于是，有 

S ^( a ) = 一 4 sin 2 a 十 2 cos 9 sina < 一 4 sin 2 (i 十 2 cosasina = — 3 sin 2 a 〈0. 

这就说明 


cos «> 十 >/ cos 2 穿十 8 


是使 s(a) 达到极大值的点，也就是说此 a •丨弓形内所对应的内接矩形由积最人 

【1565】 在椭 WI 


中，作出具有最人面积而边平行于椭圆轴的内接矩形. 
解 如阁 2. 147 所示. 


由 千点 MU j) 在 椭圆上 ，故适合方程七 



解之，得.于是，按 M 设，求函数 

/(^) = 4 x • — v ^ 2 — x * 


闬 2.147 


当 .r 为何值时最大，记 C=i •利用1556题的结粜 ，/U) 与厂(1) = ^：/ 2 (了）=^ 2 (^ — *r 2 ) 有相同的极值 
点.但广 ⑺ =。(夸一/) •令，(:> = 0,則 1=0( 不适合>，: r=g： •当 I - 为时•有 r (^) = _4 a :<0, 

故 f (^) =2 ab 为最大面枳.此时内接矩形的边为 a# 和 0^/2. 

【1566】在底边为6及商为 A 的三角形中，作出具有显大周长 广 

的内接矩形，研究此问题有解的对能性. 

解如阁 2. 148所示. 

/\S = A ， CD - A •由于旁=¥,故 x =^-( h - y '). 矩形的周长为 

p « ( h )] = 2 [(卜+ 卜] • 



显见，当 A = 6 时，周长 p=26 为一 定值； 当/ 1>6 时，，>0,夕单调增加， 

故当: y=A 时有边界的极大值 p==2/i : 当时， 〆 T <0,p 单调减少，理 
论上当 y = 0 时有边界的极大值26.但作出的内接矩形不允许边长为 
零•故当时作出的内接矩形有最大周长是不存在的，即此时问题无解. 

【1567】 从直径为 c/ 的原木（圆柱横截面）切出横截面为矩形的梁，此矩形的底等于6,高等于 h •若梁 
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的强度与 M 2 成正比，问梁的尺寸如何，其强度最大？ 

解由于夕十 M = c / 2 , 故 /**=/— 6 2 ,按题设，我们只要考虑函数 

/(6)=6(^ 2 -6 2 ) 

何时取敁大值 • 


由于 f \ b ) = d 2 - Zb \^ /'(6>=0得 b = jz . 此时 66<0,/(6)的值最大.因此， 


所求矩形的底为* 


，高为 • 


【1568】在半径为 K 的半球中作出具有最大体积且底为正方形的内接长方体 • 
解设底边之一半为: T , 则按戡设，有 

2 x l ^ y r = R 2 . 


其中: V 为长方体卨之一半.解之，得: y = VR Z - 2 x z • 由题设，我们只要考虑函数 


/(x)=4x 2 y^4x 2 VR —2x 2 


何时取最大值. 




8 W - 


VR 1 - 2 x z 


令/'(1)*=0得1=^1：，此时:•经判别可知， /( g ) 值为最大•因此•所求的长方体之底、宽、 A 分别为 


2R 2R R 


，而最大体积为 


【1569】在半 径为尺 的球内作出具有最大体积的内接圆 柱体. 


提示设圓柱体的底辜径为 r , 高为 2 A , 則有 A = VR ^ r ^. 由题设•我们只要考虑函數 f ( r ) = 2 irr^h 


2 ir〆 /妒一 〆 何时最大. 

解设阓柱体的底半径为 r , 岛为 2 AK 有 


r2^ h t =R i 9 


即 / i = n / K ' V . 按娌设，我们只要考虑函数 


/( r )= m 27 tr 2 /i = 2 irr 2 y / R 1 — 


何时取 M 大值. 


f (r) 


2kK 2R* — 3〆) 


，令/ V 〉= 0 得此时 *= J ：, 且 


经判别可知，此值即为圆柱体体积的最大值. 

【1570】在半径为 R 的球内作出具有最大表面积的内接圆柱体. 

解如图 2. 149 所示，圆柱体的表面积为 

S=2ir( Rcos<p) 2 +47t( Rcos<p)( /?siny>) = nR 2 (14 - cos2y) + 2nR z sin2^>. 

由 g = 0 得 t an 2 9 =2 •记其解为 

<p> = -|~arctan2,^o 6 (o,-|-). 

于是， sin2^=-|： t cos2 弘 = _： •又由于 

v 5 
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穿 |，飞 一 鉍尺 2 [ 2s — +崎 

= 一 4 jc/? z [2 sin 2^ +~|" sin 2 ^b J = — \0 kR 1 sin 2^,< C 0 
故此时表面积最大，且最大表面积为 


S = kR 2 


( 1+ i ) 


+ 2nR 2 - ^r-ir/? 2 ( 1+^5 )^0. 

从而，球内接圆柱体的最大表面积约为球面面积的81%. 
【1571】在已知球外作出具有最小体积的外切圃锥体 • 
解设外切圆锥体的底半径为 X ，高为 A ， 球的半径为/?， 
2 Rx 7 



m 2 . 149 


则可求得八= 


- R 2 


，于是，外切圆锥体的体积为 

”1 2 2 Rx 2 2 n 

V = T ^ 9 ^ W ^ T nR 


- R z 


(x>0), 


由 


dV 4 。 x y U 7 - 2 R 7 )_^ 

S = T ^- ( x*-/?*) r = ° 


得 or = v ^ K , 经判别可知，此时体积最小，且 


V 




所以，外切圆锥体的最小体积是球体体积的二倍. 

【1572】求母线为绐定值/的圆锥体之最大 体积. 


•按题 


解设圆锥体的底半径为 r , 高为 A , 则；!》圆锥体的体积为 f 
设，只要求函数 

/( r ) = r 4 (/*- H ) 

的般 大值. 

由丁/'(广）= 4/:—一6 〆 ，令 /'( r >=0 得 此时办 •经判别可知，/)圾大，因此， 


所求的圆锥体的底半径为^ | /，高为士,体积最大值为 f { y [\ /) = ^| I 3 . 


【1573】在顶角为 2 a 底半径为 R 的直 阒锥体 中作出具有最大表面积的圆柱体. 

解设 r 及/ 1 为圆柱体的底半径与离， H 为圆锥体的高（如图 2.150) .按题设，只要求函数 

5=2^+2 死厂 /| 

的最大值.山于 


B 


MN _ AN an h _ R - 

即 


故 h = 々 H ， 


BD AD * ** r H R 
其中 H = /? cota 是已知常数.于是， 

S = /( r ) = 2^[ r 2 + rH ( l --|-)' 1 (0< r < i ?). 


HR 


令广(：1：)=0,得 r = 2( ，此值应在 0 与；？之间，即与 

# = t a na < j .经判别可知，此时 /( r ) 为最大 ，因此，所求的圆柱体 
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当•及时达到最 大值- 当 1 獅>~| ■即时，由于 / ， ( r ) = ^[(2 R - H)r + 

HO ? — r )] 大于零.因此，当时•达到边界的极大值，但是，当 r = 尺时•显然有/»== 0，于是•得到的解可 
以考虑作为一个扁平的圆柱体，它的两底都与已知阆锥的底重合，而全表面积为 URl - 
【1幻 4 】求从点 M ( p ,/0 到抛物线 y = 2 P * r 的最短 距离. 

解按题设，只要求函数 

/(_ y > = U - />) 2 + ( y _ p )* = _ r 2 十2 〆 一 2 p ： y = 十 2 p 2 —2/)夕 

的极小值. 

由于 f ， ( y ) = yi 令 /'( y ^ O 得 万户 •此时经判别坷知 •/( 於 />) 为锒小 •因此•所 

求的最短距离为 


115751求从点 / U 2,0) 到圆/+/ = 1的 M 短与最长距离 • 

解显见，最短距离为〗，最长距离为3,亊实上，用傚分法也可解之，只要求函数 

( j -2) z + y =5-4 x =/( x ) 


的极值. 


由于/ '( Js-ICO •故 /( oO 递减，因此，当1=一1 BJ , 有最大值 7/(-1) =3;而当 《 r = l 时有 最小值 
\/7<17=1. 

115761求拥岡 ^ + (0<6<“>的经过顶点 （0, — 的最大弦 • 


解按跶设，我们只要求泊数 

〆 + ( y 一 ? + y 十 26： y +6’《 ( “’一 ) + ：/ 十 26 y + y 

= [\- y ) y t + 2 by +( a 2 ^ b 2 )^ f ( y ) 

的最 大值. 为此，先求得/ / ( y ) = 2( i -^-) y +26. 令 /'(/=0,得 

P =fl2 - f )• 




(c 


)， 此时 


或 

■r = 士斧 d = 士 — 26 2 
经判别可知•此时弦 K 为最大值，且其值为 


(1〉. 


+ = 7■- 


此 即射大 弦长.弦的一端点为 （0 ,-W •另一端点为(士 _ V a 「一26 z 
有意义. 




) •但仅当时， vV -26 2 才 


若 O ^：， 则由于 
>/2 

/'(30 = 2(1 — 妥)+26>2(1-妥)(一6>+26=¥>0, 

故当: y =6 ，*r = 0 时•取得弦长的边界最人值，此时最大弦长为 26. 

【1577】过椭阅# + # = !上的点 M ( x ，; y > 引切线，使由此切线与坐标轴构成的三角形具有鏺小的面积. 
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解切线斜率为于是，切线方程为 


y - y = _¥( u . 


不失一般性，可设点 M 在第一 象限. 它在两坐标轴上的截距分别为^和^：.因此，所求三角形的面积为 


按题设，我们只要求函数 


的最大值.为此，先求得 


a z b z _ a^b 
2j： y 2 x Va z - x 2 ■ 


/( j )= x 2 ( a 2 — j 2 ) 


f f Cx ) = 2 a z x -4 i \ 


令 广⑺ = 0 ,得•此时经判别可知，/ ( 袁)为最大值.因此•所求的点为，三角形面 
积的 M 小值为 

I 1578 J e 径相同的圆柱体与半球体拼接在一起构成一物体，其体积为给定值 V . 要使此物体具有 M 
小的表面积，其尺寸如何？ 

解设 r 为圆柱体的底半径，/!为 K 高，則按題设，我们有 


V = - rni J + nr 2 h 或 h 


W M 


故知其表面积为 


SO ■卜 W + 〜(占-如)=音—+ $ 


S f ( r ) 


令 S '( r >_ 0 ，得此时经判别可知为 Jft 小值.因此，当时衣面积 
最小. 

I1579J 若明渠的横載面为等腰梯形，渠中流水的横截面面积为 S . 水面的萵为/»,问水果侧边的倾角 
SP 如何，才使其横截面边界被水浸湿的部分具有最小的长度？ 

解 技湿长 / = a + 2/! C s C 9 , 其中为底边长，而«面面积为 


于是，被水浸湿部分的长度为 


S = y ( 2 a + 2 hcoUp ) h = ah + h 2 cot ( p . 

l =2 h CSC9 + 鲁 -ft cot ^. 


由# = 一^^+_^_ =0 ,得 co j 6(>e .因为 

Oip sin ip sin c f 


d z l _ 2Asin 3 y 一 Asin2y ( 1 一 

d < p Z sin 4 9 


> 0 , 


所以，当 f =60° 时，横哉面被水授湿的部分具有最小的长度. 

【1580】设封闭曲线所围面积为 S , 则该曲线的周长与面积同为 S 的岡的周长之比称为封闭曲线的 

“弯曲度 

设等腰梯形 ABCD ( AD // BO 的底边 AD =2 a , 锐角 BAD = fl , 问等腰梯形的形状如何，才有最小的弯 
曲度？ 

解设腰 AB = CD = 6 , 則梯形的周长为 
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/ =4 a + 26 (l — cosa ) » 



梯形的曲枳为 


S = (2 a ^ bcosa ) bs \ na . 


令 S = kR 2 得 

相应的阓周长为 
令弯曲度为 k ， 则 


r = T , 


v /(2 fl — bcosa ) bsina • 


= 2 nR = 2 Vni 2 a ~ bcosa ) bsina . 


K = ^ = 


2a + 6(l — cosq) 

>/ n (2 a — bcosa ) 6 si na 


由罢= 0,得 b - a ^ c 2 " I ••可以验证，当 AB = CD ， 


寻时，具有最小的弯曲度，此时，梯形恰好外切于 


某圆 • 


【1581】从半径为 R 的脚屮应切去怎样的扇形•才能使余 T 的部分可卷成 一 M 斗，其容积为最大？ 

解设余下部分的中心角为 •!•， 則 W 斗（呈圆锥形）底的周长为尺 * r ， 底半径为 g(R 为原圆的半径），其 


高为 


其容积为 




按题设，我们 H 要求 * r 为何值时，函数 / Cr 〉= y (47 r •’一 的值敢大.为此，先求得 

/ / ( x )=16» r 2 ^-6 x 3 . 

令/ '(•rhO •要注葸不允许经判別可知，)驳大•因此，所切去的垧形的 
中心角应为 

【1582】从南至北的铁路经过 B 城•某工厂 A 距此铁路的最短距离为 a km , 距偏北面之 B 城所在纬线 
的距珣为 6 km . 为了从 A 到 B 运输货物鼓经济，从工厂修建一条专线铁路 ，若 每吨货物沿专线铁路运输的 
价格是 /> S / krm 而沿常规铁路为 g 元 / km ( p >0， 则专线应向常规铁路取怎样的角度 W 
解如 111 2. 151所示•所需运费为 


B 


( b - acot ( p ) q ^ y / a z + a 2 cot 2 <pp = qb — aqcotxp 十 pacsc < p . 


爹.又 


故当 arccos -^-^arclan *| •时 ，开 = arccos f ， 相应运 费最省 

，运 费鼓省 • 



当 arccos 冬<， 
P 


y 时，种 =“• 一 "办 


图 2. 151 


【1583】两船各以恒定的速度“和 i ; 沿直线前进，二者前进方向所成的角为汉若在某时刻它们到其路 
线交点之距离分别为 a 和6,求二船的最小距离. 

解设两船与路线交点的距离分别为时的时刻1。=0,则时刻为 f 时两船的距离 s 适合 下式： 

s l = ia + ut ) 2 + (6+ trf ) 2 —2 (a — u /) (办 + x ;/) cos ^. 

由 2 s •^==2(“ + “/〉“+2(6+切）1；一2(6«+2«1^+<21/〉(：08^=0，解得 
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au + bv — ( av + bu)cosd 
u 2 ^ i ^ -2 uvcosd 


于是，相应地有 

s 2 =(a 2 +b 2 — 2abcos0) -r 2[(au-hbv) — (av+bu)cos0]ti + (m 2 + v 2 — 2 mt;cos^) l\ 

= 2 2 - { ( a 2 -4-^> 2 — 2 abcosd ) ( u 2 + t / ~2 uvcosd ) ~~2\_ iau -\- bv ) — { av -\- bu ) co&OY 

+ \^(au^bv) — (av+bu)cosd^ 2 } 

^( gy — bu ) sinOy 
u 2 v 2 — 2 uvcos 8 9 


经判别巧知，此时 5 最小 


、一 bu sin ^ 


v / fi 2 十 tZ — Zinx ^ osi ? 

又两船的最小距离也可在/。=0之前达到.类似地，可求得铋小距离为 
总之，两船间 的敁小 距离为 

I uv^fbu I sind 


av^bu I sinO 
y / u z ^- 7 / —2 uvcos 0 


%/ u ‘ — 2 uvcos 0 

11584] {£ A^B _： 点处各有一光源，其发光强度分別为 & 与在线段 AB ^ a 上求出烺小照度的 


解设则照度 


S 2 


U - x ) 2 . 


xaa ( i + 7 f ) '• 

经判别可知，此时照度最小. 

【1585】发光点位于半径为尺与 r (/?> r ) 的二互不相交之球的连心线上，并在此二球的外面，此发光 
点的位罝如何，才可使二球表面上被照明部分之和为 最大？ 

解设发光点离大球中心之距离为两球中心之距离为 fl , 则按球冠面积公式推知被照明部分面积之 

和为 


S=2,/e(^|)+2,r(r-^). 


式中 ： r 应满足 — r •由 


•士一 


( a-xy 


0 , 


得 


又由 x<a — r 可得 


a^a — r 9 即 a > r + R ， 
2 +rT V r 




经判别可知，此时被照明面积最大. 

当 K + r < a < r + K ^/^ 时，显然有: r=fl — r ， 经判别可知，此时被照明面积也为鉍大. 
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【1586】设圆桌面的半径为 a , 应当在正对桌面中央多高的地方安 S 
电灯，才可使桌面边缘的照度为最大？ 

解如图 2. 152所示.由物理学知，照度/为 




i=/o ^=/ 。一 〆 
考虑函数 /( r > 

6 a 2 -4 〆 … 


Uo 为光源的发光强度，它是常数） • 


今=丄乂 


T — 7何时最大， / + 


经判别 0 J 知， /( o ^) 



我们 应在高 ^= vt ^ _£,2 的地 方安® 电灯，才玎使桌面边缘上的 


m 2. 152 


照度为 最大. 

【1587】向宽为 a 的河修建一宽为6的运河，二者成直角相交•问能驶进这运河的船•其 M 大的长度如 
何？ 

解如图 2. 153所示 . BC 的氏度为 

\n s (p—acos z (p 


Z ==* ac»co) + bsec<p. 〆 = -- -r-j - • 

r T cos^ <ps\n z <p 

令 /' ■= 0 得 tan^to =( 含） ， 或 cot^aj = ( + ) 7 ，从而有 

(aT +6T )7 (ai+6i )T 

esc % = - t - • sec ^ = - ^ - 


r 


( 


)> 0 , 



cos<po sin^fe 

因此， /| n 为烺小值，即船的最大 k 度为 /| f _ fe = oi ++ d >+. 

【1588】船航行一镁夜的耗费由两部分 组成： 阁定部分等于 
在怎样的速度 〃时 .船航 行最为 经济？ 

解设航行的全路程为 “速度为 V ，則总耗费为 

Q= (fl + 是 i/ 1 )2 


图 2. 153 


元•变动郎分与速度的立方成正比增加 


+ skx/. 


_ S =0 W v = ^ Jik ' &卿相 ，賴減 ft 駿 


【1589】重量为 P 的物体 位于粗 糙的水平面上•需用力把物体从原位置移动.若物体摩擦 W 子等于 I 
问作用力对水乎面的倾斜程度如何•才使所笛的力为最小？ 

解设作用力 F 对水平面的倾角为 a , 阑 

Fcosa-k(P-Fsina) t 
即 

F= - 今尸 • — • 

cosa + ifesina . 

令 y = cosa + 是 sina ， 为使 F 最小，只要使 y 最大.由 
y Q = —sina + 々 cosfl = 0 得 a 。= arctanife . 此时 

y . = — cosao —ksinao = — >/\+ k 2 <0. 即当 a 。= arctanA 时， y 为 M 大值，从而 F 为最小值，也即此 

•••o 

时用力 最省. 

【15洲】有一茶杯，其形状为半径为的半球，在茶杯中放一长为 l>2a 的杆，求杆的平衡位罝. 

解取球心为坐标原点•当 2 a </<4 a 时，设杆的质心的纵坐标为: y , 杆对杯口所在平面的倾角为 p 则 
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= — 


(2<zcos 穸 — ^~)sin9? (0<9 5< ^ 专 )* 

当杆平衡时，: y 最小，为此•求 y 的极值.由: y' f = —4 flcos 2 93+~|*cos9>+2fl = 0 得 


COS^J 


=/+ 16^ 128q ' (负值不合适，舍 去）. 


经判别可知，此时： y 取最小值，即当沈呼=^^^^-时，棒取平衡位置. 
当/>^时，杆的质心必在半球心外，于是，此时杆失去平衡,无平衡位置. 


§14. 曲线的相切.曲 率圆. 渐屈线 

1° m 阶相切对于两曲线^^^“及义-^&^若在点^^有 

^ a > ( x o ) = 0 u , < Xo ) a = 0， l ，2 r 〜 n > 

便说这两曲线在此点 n 阶相切（在严格的意义上讲！）•当工-心 时有： 

9 (x)~^(x) = 0 - ((x-^o)^'). 

2 a 曲率圓若圆周 

( z -^ + f 厂 ”)*= 圮， 

与已知曲线: y=/(.r> 二阶或更岛阶相切•则称此圆为在相应点的曲率阓.这个阒的半径 

R ^- l^CA 

1/1 

称为曲率半径，而称为曲率. 

3°渐屈线曲率圆中心（芒, 7 )(曲芈 中心〉 

y ' y 

的轨迹称为已知曲线 > = /(■!：) 的漸屈线. 

【 1591 】 选 择食线 

:十6 

的参数丨与6•使它与曲线 

一 3 x * + 2 

二阶或更:高阶相切. 

解要二阶或更高阶相切，必需« /=6 :r — 6 = 0,即要 1 = 1 ;同时在 x = l 时，两个一阶导数也应相等, 
即 k = 3 • l z -6 - 1 = 一3. 

当 x = l 时，代人方程/ 一3/ + 2— : y =0, 得 : y =0. 由于直线 y= ♦: r + fr 也需通过点 （ 1 ,0) ,故有 

0=-3 - 1+6,即 b =3. 

因此，所求的直线为 

>=3( l - x ), 

参数 ^=-3, ^=3. 

【 1592 】 应当怎样选择参数和 c, 才能使抛物线 

y = ax z + bx+c 

在点 *r = x 。 与曲线 : y = 〆 二阶相切？ 

提示由两曲 线在点 ： r=:r 。 处 n 阶相切 的定义，应有 flj ： 纟十 61 。 + 广 =〆 。 ， 2ajro+6=e 々及 2 a = e°. 
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解 


对于抛物线 y = aa : 2 十 b : r + c 9 在点 了=及有 


y 


= 2ax 0 +^t 



按假设，应有 


axl^bx 0 ^c x e J ° t 
2axo+A=e"° • 

2 a ^ c ° , 



解之，得 


fl = + 〆 。. b = e J ° (1— Jo ) . ( 1 — j ■。十专) 

【1593】下列曲线与 Or 轴在点 r =0 相切的阶 如何： 

( 1 ) y = 1 — cosj ； (2) >»= tanj —sinj -； (3) .y=e*- (l+T+y ). 


解 （ l)y = sirur ， y"=cosh 于是， 

/ L = o ，/ L 。： 1 . 

而对于 az 轴 : y = 0, 始终有 y =0./ = 0. 因此，曲线: y = 1 — cosa ■与 0* r 轴有一阶相切 • 

(2) y = sec 2 j-—cost, y" = 2sec 2 j-tanj+ siar, .y*" = 4sec 2 j tan 2 x + 2sec 4 x cosx, 

于是 ， y f _ o — / I t _ n = 0. ^ I =3 关 0. 因此，曲线 y= tanj — sinj ^ Ox 轴有二阶 相切. 

(3) y=e , — \—x, y " = e ’ 一 1， j ’ = e ’， 于是， 

> L . o = ^ L . o =0 - ， L =1 ， 0 . 

因此，曲线： y=〆 一 (丨 + i 十与 Oj 轴有二阶 相切. 


【1594】证明 ：曲线 


1 0 , 

在点 — 0与 Qr 轴相切的阶为无穷大 • 

提示 利用1225 題的结果. 

解 由1225賊的结果知，对于任怠正幣数 n , 有 

此即证明了所给的曲线在点 x =0 与 （Ar 轴相切的阶为无穷大. 
【1595】 求双曲线 ^=1 在下列各点的曲率半径和曲率 屮心: 

(1) M(U1), (2) N( 100^0. on. 


解 y = ~ 7 ' 

(1) 在点 M ( lJ )^= Ky =- l ,/=2. 于是，曲率半径为 





曲率中心（$，7> 为 


冬〜一 


，（1 + 


- 1(1 + 1 ) 


= 2 . 




(2) 在点 N (100, 0.0 l ). y =0.01 t / = —()• 0001, y =0. 000002. 

与 （1) 相似，代入公式，近似地有曲率半径 i ? = 500000 和曲率中心为 （150,500000). 


求下列曲线的曲率半径: 
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b K 

_( c ? x 2 - a ? )T 

ab 


其中 


+b 2 


为双曲线的离心率 . 


【 1599 】星形线： r4+ y l= a l •- 

»由于 — 7?，’= 式 T 


于是，曲率半径为 


[-( f ) 1 ]' 


H - J -= =3|^| i . 

Q3 a 3 

3xT yT Zxiy^ 


【 1 600J 拥圆 j:= acosf t>f=6sin/. 
解由于 


^^jsosl ± COUt 化 ] 

ax —asint a dr —asm/ 


于是，曲率半径为 


• b z cot 2 /\7 3 / t a 2 —b z z \T 

p _V + ~^~ ) _<a 2 sin , f+6 J cos 2 OT fl V 1 __l ) 

K = - : - = -:- = -:-= 


(1— € 2 COS 2 £)T 


vU ? 6 



其中 e 为椭圆的离 心率 . 

【 1601 】摆线 x=a(r —siru), y=a(l — cosO. 
解由于 


办 =_ 

dr fl(l 一 cos 之） 




y 


—cosr) 


丄 

Y 


于是，曲率半径为 


(l+cot: y ) 7 , I _ 

= - J - = 4a I sin Y I =2 y/2ay. 


Y 

116021 阓的渐伸线 

x=^(cos/+/sin/) f y=a(sint— tcost). 

解由于釔 = 加 “ 砮 = 丄，于是，曲率半径为 

(l + tan 2 /)i 








【 1603 】证明 I 二次曲线 : y 2 = 2Ar-W 的曲率半径与法线段的立方成正比 • 

证 明思路 注意到曲率早径为法 线投为 l=\y v/TFT^I ，即知 

明 y/=-/» a . 

证曲线的曲率半径公式为 


/?- 


>吾 


y 


而法线段公式为 


y 


/ i +7 r |. 


因此， 




• 下面求 y/ 


因为 y =2 Ar —弘 故在等式两箱分别对 j ■求两次导数，即得 

2 yy ’ = 2/ — 2 g:r 或 yy = p — qx ^ 


yy 


以 y 乘 （ 2 ) 式两并以 （ i> 式及原二次曲线的表达式代人左右端，即得 

y / +^p—qx) t =-q{2px—qx l ')i 

化简之，最后得 


,= - 〆 • 


因此，为一常数.证毕. 


【 1604 】写出以极坐标表示的曲线的曲率半径 公式 . 

提示由 J^rcos^ysrsin^ ， 其 + r ( 炉），求出 g 及后，易得 

(^+/ 2 )1 


R= 




其中 〆 

a<p d(p 



解 设曲线的极坐标方程为 r = Kp ), 则由 


可求得 


rcos^t ^" rsin ^ 


_ r ’ siny+rcosy d 2 v ^+2 〆〆 一 


rsin^j 


d z y _ r ^+2 rr 
cLr 2 (r costt ) 一 


cos ^) — rsinp ) 


其中， = 




g .于是，曲率半径为 


R 


[ i +( 裝 n 

dx 2 


( 〆 + 〆 *) 


|/十2 〆 2 —!^ 


求下列极坐标方程所表示的曲线的曲率 半径： 

116051 阿基米德蜾线 
提示 利用1604 趄的结果. 

解由于 〆 =〜/ = 0,于是，曲率半径为 


U + r 2 )! 

—27+7、 


11606] 对数铼线 
提示 利用1604 趙的结果. 
解 由于 r - rnat ^ ^ mr % r 


R = 


于是，曲率半径为 
r ^ d + m 2 )! 


【1607】 心脏线 1+ cosy ?). 

提示 利用 1604 題的结果. 

解 / = — asiny )， r "=— acos ^ .于娃•曲率半径为 

(1+ cos ©) 2 + fl 2 ain * a]i 




R 


_ _ (1 + cosg) 

a 2 ( 1 + cos 史 ） 2 4-2 a 2 3 in 2 ^+ a 2 cos ^>( 1 + cos 史） 3 a 2 (1 + co 5 y >) 


【1608】 双纽线1^ = 0 2 0082 9 . 
提示 利用 16 CM 題的结篆. 

解 〆= 一^ t 




( 〆 + 〆 *>? = 


7 


于是，曲率半径为 


R 


7 a * 
=-= — 

3 d 3 r * 


7 


116091 在曲线: y = lar 上求曲率最大的点 • 
解题思路先求出曲率半径 




(1+, 


由題设，我们只要考虑函數 = 7 当 I 取何值时达到最小值 


解由于:/= 


所以，曲率半径为 
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按题设，我们 A 要考虑函数 




/( x ) = 


(1+x 2 ) 3 


当 a ： 取何值时达到 a 小值•由于 


， (-r) = 


2(1+j ? ) j (2x 2 -1) 


故令/'(工 >=0 求得正根•当 0 <:<_时，/，（ 1 )< 0 •当:时， /'( x )>0. 因此，当：=^时 


/( x > 取极小值.又由于只有一个极小值，故也是最 小值. 


这样一来，当1=^.产一¥时，曲率半径为最小，也即曲率为始大•因此，所求的点为 
【 1610 】 三次拋物线7=¥(0<1< + 00,务>0)的最大曲率等于求达到此 最大曲 率的点二 


解 为方便起见•令 


•因为 / = 3 c〆 ， / = 6^,所以，曲率为 


6cx 


K = ( l + y ^) i = ( H -9 r^)i (X ^ 0> * 




(l+9c l x 4 ) 3 


US 




耐证乳,。<0•又根据条件義〉为 K ⑺的最大值•且有 


r “） 6c 75 1 

K(x 0 ) - 3 -3 TTTj f 

W 10 


解之，得 


\ SV 5 

5 3 X 10 6 , 


从而， 


xj = 


5 2 X 】 0 ‘ 


v/45f 


或 Jo 


IS 1 X10 ‘ 


免 680 


此即 达到最 大曲率的点. 


求下列各曲线的渐屈线 方程： 


H 611] 抛物线 y =2 />i 
解由于 y = f ,/=_$. 故曲率中心坐标为 

〜 +11 ^jj =J +zy =J +g^i^ 3 …, 

y el p p 

『，午 厂夺 - 多， 


即 


由于 y 6 =8 〆 /, 故将 （1) 式 代人后 •消 去: r 及: y •即得渐屈线 方程为 

27 prf = S ^~ p ) 3 . 

【1612】 椭圆 ^ + #=1. 

解 由于:—故曲率中心的坐标为 


/( i + y z ) 

" 

y 

: a 2 b 2 卜 2 _ 


aFy ( 1 + a 4 y ) _ b 2 xa : y 3 W +6 4 ) 

b 4 一： 

?7 


a 2 - b 2 


x 2 




b 2 


r ?， 




y 


即 


于是， 


6 3 = 一〜 c 2 x^=a^. 


从而 


cT y 2 = b 7 rjT • A x 2 =ai fl , 

，将鮝 =¥, 多=：_|1 相加即得渐屈线 方程为 

(^)T + (A 7 )i=fT, 

其中 f 2 = a z — 6 2 .它为一 M 形线. 

【1613】甩形线 xf +： yl = fl +. 

'=一（ 予）' y ^ Y air ~^ y ^ 9 故曲♦中心的坐标为 


解 


，'（1 + 一 


3xT 


—X + 


^H) 

~ J 7 i 


= j + 3 xi 


3x^ifl + 4) 

7 =，+- 2 ~ ^—=y+3xiyT. 


于是， 


a 4 


? == <*r + 3 , > + 3xi yT (xT +>i ) = (xT yl )[(xT +yl —xi .y*i ) + 3xT 3 »T]=(xT +yi ) 3 ， 
： — v = yJ (xi —yl ) = (xT —yi )[(xT + yl +xl yl ) — 3 jT >1 ]=» (x7 — >fT ) 3 f 


因此， 


($+7 〉 吾 4 - ( ij)T = (xT +yi 
此即所求的渐屈线方程，它仍为一星 形线. 


— yi ) z =2(xi +yf ) = 2aT ， 


C 1614 J 曳物线 1=^1 ，+^—〆 - v ^ y ~. 
解先求 :/和 /. 在等式 


= Q ln^t^-/.^y^ry 


两端分别对 Z 求导，得 
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f —l 0 yy 
a y / a 2 — y 2 Ja l — 


厂 t )+ 為 


化简得 


y 


-y 


再将 （1) 式两端分别对: r 求导并以 （1) 式代人，化简即得 


y - 




于是，曲率中心的坐标为 


y i\+y r ) _ x I (q 7 ~y 

• • • •氣 


JT + y / a 1 —y 


ia l -y l Y 




<ry y 


一 y) : 


由于点 <« x ， y ) 的坐标： r 和^，适合方程 


x+ y/a 1 —y r — a\n 


故 


a\n 




即 


将 （2> 式分+有理化，得 


即 


(2) + (3) 并除以2,即得 


从而得 


d + 


y 


-<fl*-v 2 ) 


yia — 一 y 


a-Va 2 - 

y 


^ = ch -^. 

y a 


l=ach 


此即所要求的渐屈线方程，它为一悬链线. 

【1615】对数蠓线 r «« ae 〜. 

解利用直角坐标与极坐标的互化公式来求渐屈线方程. t 先，我们有 


两边对 I 求导得 


-|-ln(j 2 +y> = lna + marctan 


/-v) 


x 2 +y x^+y ’ 


即 


( l ) 


(2) 


(3) 




由 （ 1 ) 式即得 


( 1 ) 


y 


x+my 


y 


由 n) 式再对 : r 求导，化简得 


1 + 


y 


以 :/ 及 : y" 代人曲率中心的表达式中，化简整理得 


my% »=. 


( 2 ) 


设户 = ,^=arctan • ，于是，由 （ 2 ) 式得 


^ ^rf =m 7 (x 2 +y 2 > 


(3) 

(4) 


(3) 式即 p : =mr=rnac m¥ • (4) 式即 一 cot0= tany 或史 =0 一因此，垴后我们得到所求的渐屈线方程为对 


数《线 


P = 


7> 


116161 证明 ：摆线 


j = a(/ —sin/) , jr=a(l — cos/) 
的渐屈线仍为一摆线 • 仅其位 ® 与已知摆线不同而已 . 

证由于 


•V =A = 


T , 


y 


令 - 


T 


于是， 




y 


T 


: y 




(cos/— 1 ). 


令 / 一 at.r ， 即得 

c= jra+a(r~ sinr) t 

此仍为摆线 ，显然 • 只是位罝与原摆线不同而已 . 


— 2a+a(l —cosr) 


§ 15. 方程的近似解法 

r 比例法{弦线法）若函数 /(d 在闭区间 [<2, A ] 上连续且 

/(a)/(6)<0, 

而当 a < x<6 时， /'( t ) 关0,则方程 

/(:)=0 ( 1 ) 
在区间 （ a , 纟）内有而且仅有一个实根$可取下面的值作为此根的第一个近 似值： 

Ji 

式中卜 - / H (卜 a 〉. 
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进而，对区间 （〜 x ,) 和 （: n 中使函数 / Cr ) 在其两端异号的那一个区间运用此方法，得到根6的第二 

个近似值1 2 ，并不断電复此过程.对于第《个近似值 * r ■，有以下估计： 


r .- eK 1 


/CxJ 


( 2 ) 


其中 m = inf I / f ( t ) I •并且 limi .= 芒. 

2 。牛頓法（切线法）若在闭区间[«，幻内 / w ( x > 參 0 ， a /( fl >/"( a >> 0 •则可取数值 

f ( a ) 


6 = 


"( a ) 


作为方程 （1) 的根$的第一个近似值心. 

重复利用这个方法，很快就得到趋近于根 S 的一系列近似值心 （》= 1,2,，这些近似值的梢度可根据 
公式 （2) 来估计. 

为; T 大致确定方程的根， 敁 好作出函数 ：y = /( x ) 的图像. 

利用比例法，求下列方程的根(精确到 0. 001): 

【1617】 x 1 -6 x +2 = 0. 

解设 / U )= z 3 — 6/+2,则 /( I )在 [0,1] 上连续及/(0) = 2, /(1) = — 3,且当 0< Cr<l = 

3/— 6 x 关0.因而.所给方程在 （0,1) 内有且仅有一实根在.现求之，以 a 表示此 根的第 i _ 个近似值，则有 

/(0) 


XI =0 十成 


/<! )-/( 0 ) 


( l -0)=0. 


乂因 /(0.4)--0. 336,故 


JTl = 


/( 0 ) 


/(0參4) 一 /( O ) 


<0.4-0) = 0. 342； 


/( O . 342)=-0.012 ttt 


Ji = - 


/(O) 


(0. 342-0) = 0. 340, 


/( O . 342)-/(0) 

由于/<0.340) = —0.001,历 ,= inf | 丨 =3 •因此•如果取 0. 340 作为此根的第三个近似值，其误差为 

0( /<1 

| 0. 340-6. I 340) I <0. 001, 

mi 

已达到所诹的 W 确度.于足，所给方程的一近似根为 0.340. 

再求其他的根： 

W 为/(2> = — 2,/(3)»〗1 •且当2<^<3时./'(1)关0,故方程在（2,3)内有且仅有一实根1与求芒, 
的方法类似.依次求得其第 * 个近 似值 A 为： 

/<2〉 




j 2 =2. 15- 
22 - 


/(3> — /(2) 

/(2. 15) 


(3-2) = 2. 15 


Xi =2. 245- 
j 5 =2. 256 — 

j«=2. 260- 

x, =2. 261- 


/(3)-/(2. 15) 

f (2. 22) 
/( 2 )-/( 2 . 22 ) 

/(2. 245) 


rr (3-2. 15) = 2.22, 


(3-2. 22) = 2. 245, 


/(3)-/<2. 245) 

/(2,256) 
/(3)-/(2. 256) 

/(2. 260 


(3-2.245) = 2. 256* 


(3-2. 256) = 2. 260； 


/(3) — /(2. 


| g ^(3-2. 260)-2. 261； 


/<2.261) 


(3-2. 261) = 2. 262. 


/(3)-/(2. 261) 

由于 /(2. 262)=0.003, m 2 = inf l /^ x ) | =6,因此，如果取 2. 262 作为 6 的第七个近似值，则其误 


差为 
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|2.262-6 I < 


1 /(2.262) I 


< 0 . 001 , 


已达到所需的精确度.于是，所给方程的一近似根为 2. 262. 

由于此方程为一个三次方程，最后必然还有一 实根. 

因为 /( 一2)=6，/( 一 3>= — 7,且当一 3< x < — 2时， /'( WX ) •故此根各介于一3和一2 之间. 同上 
法依次求得其第 i 个近似值 A 为： 

。=-3- /( 一(;二}; — 3) 卜出〉=-2屬 

^ f ^ 3) / n a I o \_ o c n a 


^ = -3- /( _ 2 ^ 1) _ /( ^(-2.461 + 3)^-2. 574 ; 

o 尸（ — 3) f f% r n a I o \ n r 


… 3 - / ( -““): 7 ^> (一 2 . 574 + 3 〉— 2 . 596< 

o — 3) f _ O Cf\C -L. 0\ 一 — O CAl . 


x ,—3- /( _ 2 / 5 - 6) ^^3)(-2.5964-3) = -2.60 l l 

& = - 3 -7^1^7^ ( - 2 . 601+3 〉 = - 2 . 602 . 

由于 /( 一 2.602) = -0.004， m 3 = inf |/ / ( i )| = 6, 因此，如果取一 2. 602 作为各的第五个近似 

• 3< x<-l 

值，则其误差为 

| 一 2. 602-丨 < * <0. 001， 

mi 

已达到所黹的稍确度.于是，所给方程的第三个根的近似值为一 2.602. 

【1618】 x 4 - x - l =0. 

解设 /(: r ) = y -： r — 1•由于 /(1)=一1,/(2) = 13,且当 1<1<2时，/ '( x ) 关 0 ,故所给方程在 （ 1 ,2) 
内有旦仅有一实根按1617題的方法，依次求得该根的第 *’ 个近似值^为： 

xi —1. 07| x t = \. 12 i x 3 = 1. 156» Xk ** 1. 180» x s = 1.196 1 x « = 1.205; x ? = 1. 217； 

x, = 1.220i i» = 1.221. 

由于 /( l . 221) = 0. 002, =3, 因此，如果取 1.221 作为 $ 的第九个近似值，则其误差为 

| 1. 221 -ft | < l ’ (1 - . - 2?1 」」 <0. 001， 

巳达到所潘的精确度.于是，所给方程的一近似根为 1.221. 

又因 /( 一 1> = 1,/(一0.5> = —0.4375,且当一1<；1：< — 0. 5时， /'( jt )^ O , 故所给方程在（一 1,一0.5> 
内有且仅有一实根6，依次求得第 i 个近似值 x , 为 t 

xi = — 0. 652» j ：2 = 一0. 789; x 3 = — 0. 706» ar 4 = — 0. 719» x s = — 0. 723 1 x 6 = — 0. 724. 

由于 /( 一 0.724) = —0.001, m 2 = inf 丨广 ( or ) | = 1, 因此，如果取一 0. 724 作为备的第六个近似值，则 

- l < x <-0 .S 


其误差为 


-0.724 — 6 丨<. 


(-0. 724) 


= 0 . 001 • 


已达到所需的精确度.于是•所给方程的另一近似根为一 0. 724. 

由于 /' Gr ) = 4; r 3 -1 = 0 只有一实根，且 /"( x 〉= 12; r 2 >0( x 犬0)，故所给方程仅有二实根，其余二根 
为一对共轭复根. 

【1619】 x -0. lsinx =2. 

解设 /(工）=工一0.1^—2,则 /(2)=—0.091,/(亨)=0.0237，且当 2<: r < 夸时 ，广 U ) 关0, 故 

所给方程在内有且仅有一实根6,依次求得其第丨个近似值 A •为： 

X \ = 2. 075； Xz = 2. 080 ； X3 = 2. 083 ； = 2, 087. 
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由于 /(2. 087) = 0. 00003,叫 =mf | / 7 ( x ) | =1-0. Icos 2 #> ^0. 959 t 因此，如果取 2. 087 作为色的第 

2 <^ 

四个近似值，则其误差为 

| 2. 087—右丨 <丨 /(2 . 087)| <0. 001， 

已达到所需的精确度.于是，所给方程的近似根为 2. 087( 弪）. 

又方程 x -0. lsiiur =2 与方程 : r _2 = 0. lsirur 等价，而曲线 ： y=J — 2与 y = 0 . lsinx 只有一个交点，因 
此，原方程只有一个 实根. 

* ) 因 / x ( j ) = 1—0. lcosjt f ， r ( j [) = 0. lsinj 〉0, 故 m , = | /’（2〉 | =1 — 0. lcos 2 .以下 同样情 况不 
再说明. 

【 1620 】 coso^x 2 . 

解 设 / U>=cosx — ？，则因/< 一 • r > = /( < r), 故原方程若有一根6必有另一根一 6又曲线与: y 
= cosa : 只有两个交点.因此，原方程有且仅有两个根士 6. 为此，只葙求一正根即可 • 


由于/(|)=0.09，/(1>= 一 0.46, 且当 ■^<: r < l 时，/ '( i ) 关0,故所给方程在 （ f , 1 ) 内有且仅有一 

实根心依次求得其第《’个近似值 .1 ■.为 ： 

x , =0. 821 * x 2 *0. 828» x ,=0. 826* =0.825. 

由于 /(()• 825) = —0. 002,7； i = inf \ f \ x )\ - |/' (子 )| =2. 278,因此，如果取 0. 825 作为芒的第四个 
近似值，则其误差为 

(0. 825 — $| < / <0 . 825) <0. 001 • 


巳达到所黹的精确度.于是，所给方程的二近似根为士 0.825. 

如果注意到 /(0. 824)=0. 002, /(0. 825)=-0. 002,因此，取土 0. 824作为所给方程的二近似根，也可 

保证所笛的梢确度. 


利用牛顿法.求下列方程的根(精》到所指定的精 *): 


【 1621 】^ + 10 x (稍确到 10- 3 ). 

解曲线: y =/ + ;^ ■与 y =\0 x 共有两个交点.因此，所给方程共有两个实根. 


设 /(0：)=1 2 +士一10工, 则因 /(0.4) = 2.41,/(0.5)==-0. 75, 且当 0.40<0.5 时， /，⑴ 关 0, 故所 

给方程在 （0.4 ,0.5) 内有且仅有一实根.又由于在 [0.4,0.5] 内 /" U ) 关0且/(0.4>/、0.4)>0,故利用牛 
顿法求近似根时，切点应取 (0.4, /(0.4)).依次求得其第 i 个近似值; r , 为： 


XI =0. 4 — 


/(0.4) 

r (0.4) 


0.459 


= 0.459-^；:) =0.471, 

^ = 0 - 471 -/%frj =0 - 472 - 

今估计误差:/(0.472> = — 0.013. 由于 /'(：!■) 在 (0.4,0. 5) 内为增函数，且为负的，故 

上 J ， ⑺ 1叫广 (0 . 5 〉卜 25 . 

因此，如果取 0. 472 作为根的近似值，则其误差为 


| 0. 472-$| < /( 0 . j 72) < 0 . ooi , 

m 

已达到所笛的精确度•于是，所给方程的一近似根为 0.472. 




现求第二个近似根，由于/(10)=0. 001,故此根可能逼近10•现分别以 9.9 及 9. 99 试之： 

/(9. 9 ) = — 0. 98 • /(9. 99 > = — 0. 09 . 

因此，/(9. 99) /(〗0><0,加以在 （9. 99 ,10) 内/ \: r ) #0,故所给方程在 （9. 99 ,10) 内有且仅有一 实根. 又因 
/(10>/"(10)>0及关0,故利用牛顿法求近似根时，切点应选在 （10, /(10>)处.于是， 

X, = 10_ /T^> = 9, 99999 f 

如果取 9. 999作为根的近似值，则其误差显然已达到所需的精确度•丁是，所给方程的又一近似根为 9. 999. 
【1622】 x \ gx ^\ (精 确到 1 CTM . 

解曲线: y=lgx 与: y = 只有一个交点.因此，所给方程只有一个实根.现确定其范围.设 /(• r ) = zlg > r 

一 1 •由于 /(2. 506) = -0. 0004./( 2. 507) = 0. 0005•且当 2. 506< x <2. 507时，/'(1>>0,/ # (1)>0,故在 
(2. 506,2. 507>内有且仅有一实根，切点选在 （2. 507, /(2. 507)). 依次求得其第£个近似值 A 为： 

x ,=2. 5064, x 2 *2. 5062. 

由于 

/(2. 5062) = 0. 00002. m 这，^|/ # (^) | = |/'(2. 506) | =0. 84, 

因此，如果取 2. 5062作为根的近似值时，其误差为 

| 2. 5062-^| 」 ■<()• 0001, 

vn 

已达到所需的梢确度，故所求的唯一近似根为 2. 5062. 

【1623】 cosjckr = 1 (精 确到 10" 1 ) (二正 根）. 

解曲线: y =«> SJ •与:的交点有无穷多个，其中最小的三个正根分別记为 


y<a<2x. 2n</K ： y. 



现在我们将求 a 与 y 两正根的计算方法叙述如下.设 /( x ) = cosxchx - l . 

(1) 先求 a . 

由于 /(4.7>- • — 1.6812,/(4. 8) = 4. 3159,故知 4. 7< a <4. 8. 又因在 （4. 7,4. 8) 内 故切点 

成取在 （4.8, /(4.8))处•依次求得 a 的第；个近似值 《 r . 为： 

x ,=4. 7345 i j ： =4. 7301. 

本题若采用•估计误差，由于 w 本身也需估计，而 且 繁琐，今用比例法与牛顿法联合使用求根 
的近似值.设以右上角带的/表示用比例法求出的第/个近似值.则有 

"' =4 - 7 -7cdf-/(4. 7) (4 - 8 - 4 . 7) = 4 - 7280 - 

从而知 


4. 7280< o <4. 7345. 


于是， 


J2 =4. 7280- 


/(4.7280) 


/(4. 7345)-/(4.7280) 


(4. 7345-4. 7280) = 4, 7300. 


因此， 


4. 7300< a <4.7301. 

取 4. 730作为 a 的近似值，即可保证所需的铕确度.于是，所给方程的一正根的近似值为 4. 730. 

(2) 再求 y . 

由于/(@)=一丨，/(11)々133,故知 @< y < ll .切点取在（11,/(11)>处.分别用比例法及牛顿法求得 

x ^ lO . 9956 • a =10. 9956, 
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因而取 1 (X 996作为 y 的近似值，即可保证所需的精确度.于是，所给方程的又一正根的近似值为 10. 996. 
【1624】 x + e ^ = 0 (精确到 1( T S ). 

解设 /(1)=1 + 〆 ，则 /'(1) = 1+^>0，/ # (1> = ^>0.由于/(0) = 1，/(一1) = -^-1<0,故在 

( — 1,0〉内所给方程有且仅有一实根，切点选在（0,/(0))处.依次求得此根的第 i 个近似值^■，为 ： 

x , = -0.5； j 2 = -0. 56631? j 3 = -0. 567132； j 4 =~0. 567145. 

由于 

, 秦_/ 丨/( 一0拳567145>| _ |/(-0, 567145)1 

^ — 1+ e - 1 <10 ， 

故取 一0. 56715 作为根的近似值，即可保证所需的精确度. 

由于曲线: y = 〆 与 y = — j : 只有一个交点，故上述近似根一 0. 56715即为所给方程的唯一近似根. 

【1625】 xthT =\ (精确到10，. 

解 设則因曲线 ： y = th _ r 与 : y = + 仅有两个交点，故所给方程仅有二实根.又因在 
• rthi 中以一 I 代 X ,其值不变，故方程的二实根为土孓 


由 f '( jc ) 




>0,知/( I )是增 函数. 又因/(1) = -0. 2384，/(2) =0. 4640. 故所给方程在 


( i ,2) 内有 a 仅有一实根.又 


(x) ^-^r ? -4<0 (: >0) , 


因此，切点应选为 （ U /( l )>. 仍以乂及 X . 分别表示用比例法及牛顇法求得的根的第/次近似值，重复使 
用，即得 

^1 = 1.339, I, =1.168, 

故 1.168<$<1.339. 


x ； = 1. 2032, x 2 = l . 1989, 


1 !• 1989<^< 1.2032. 


y 3 = l . 1996796, I , = 1. 1996781, 

故 1. 1996781< e < l . 1996796. 

于是，取士 1.199678 作为根的近似值，即可保证所需的 ffl 确度. 

【1626】求方程 tanj = x 最小的三个正根 （« 确到 0. 001). 

解山 ystaru ■及: r 的图像知方程有正根，且有无穷个，只求其敁小三正根，设 / Gr > = t aar — x . 

(1) 由于 /'<:> = t an 2 : r >0，/，( > r > = 2 ta nx SeC 2 : r >0( J ：€( J r,¥>a /(孕 >/( 等）<0，故在（字 ，帶〉 

内所给方程有且仅有一实根切点应选在（$，/($>)处.依次求得6的第 I •个近似值 A 为： 

ji =4, 4959} j 2 =4.4933. 

由于 I /(4. 4933) I =0. 0012 ,inf |/'( j 0 丨 - tan * 穿- *3, 因此，如果取 493 作为根石的近似 
值，则其误差为 

u 一幻 《 i^LimUo •亂 

7n 

已达到所需的精确度.于是，所给方程 的一最 小正近似根为 4. 493. 

(2) 再求第二个最小正根. 

由于 /(^)< 0，/<^)>0 .故在 （¥，^> 内方程有且仅有一实根.又因在此区间内/ / ( x )> 0 . 
/" (: r >>0, 故切点应选在 （$•/($)) 处.依次求得各的第 * 个近 似值 x , 为： 
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4=7.7325; x 2 = 7.7258 j x 3 =7.7254, 

由于 1/(7.7254) I =0. 0083, m = inf \ f \ x ') \ = tan 2 #>25,因此，如杲取 7. 725 作为 备的近 

脊 <:<安 16 

似值，则其误差为 

1 x 3^ |<1^ 7254) 1 <0.001, 

772 

已达到所蓠的梢确度.于是，所给方程的第二个最小正根的近似值为 7. 725. 

<3>®后求第三个 M 小正根. 

由于故在内方程有且仅有一实根 S . 又因在此区间内 /' Cr )>0, 

/"( x )>0, 故切点应选在（？|^,/(^))处.依次求得6的第》‘个近似值 X . 为： 

勾= 10. 9233 i ^ 2 = 10. 9086,心= 10. 9041 • 

由于丨/(10.9041)丨 =0.014 ,m = tan 2 102. 78.因此，如果取 10.904 作为6的近似值•则其误差为 

| , 3 ^ 1 ^ 10 . 9041)1 < 0 , 001 , 

TTX 

已达到 所笛的 稍确度.于是，所给方程的笫三个最小正根的近似值为 10. 904. 

【 1627 】求方程 cotr = j • —" I ■的 I ；正报（梢确到10- 3 ). 

解由: y=«)U 与: y = j — f 的图像知交点有无穷个，我们只求其最小二正根 6 及 

訾 <6<2x. 

(1) 先求 6. 

设 /(: r ) = C otr—j + f ,则在所考虑的区间内 

/ # (T) = -cot*x-y + p<0, / # (x)=^^-p-<0. 

又因 /(2. 0708)=0. 0062./(2. 1708)=-0. 0593,故切点应选在 （2. 1708,/(2.1708>)处.用比例法与牛顿 
法联合求色. ms 应用，即得 

=2.0803, x , =2. 0923, 

故 2. 0803<$,<2. 0923. 

I ; =2. 0815, x z = 2. 0816, 

故取 2.081 作为的近似值，即可保证所需的精 确度. 于是•所给方程的一正根的近似值为 2.081. 

(2) 再求 ft . 

由于 /(5. 9324)-0. 0648, /(5. 9424〉= —0. 0169，故 

5. 9324<$2<5. 9424, 

切点取 （5. 9424, /(5. 9424)). 

用比例法及牛顿法各一次，即得 

x ；=5. 9403, x , =5. 9404. 

因此，取 5. 940作为备的近似值，即可保证所需的精确度.于是•所给方程的又一正根的近似值为 5. 940. 

罐 


218 



